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Notions de stabilité

Définitions

x(t; ty, @) : solution de I'EDF
(S) (t)=F(t,z;) avec x, = p € C

Mémes définitions de la stabilité que pour les EDO mais avec

la norme de la convergence uniforme pour les C.I. :

lelle =" sup {lle (O}
—7<6<0




Notions de stabilité

Définitions : La solution z = 0 de (S) est dite

» stable si, pour tout € > 0, il existe 6 = d(tp,¢) t.q.

lelle <0 = |lz(t;to, @)|| <e,Vt >ty
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Notions de stabilité

Définitions

Définitions : La solution z = 0 de (S) est dite

» stable si, pour tout € > 0, il existe 6 = d(tp,¢) t.q.
lelle < 0= llz(t;to, p)l| < e&,Vt =t

» asymptotiquement stable si, de plus, il existe n = d(%) t.g.
lelle < n = limy—oo z(t; o, ) =0




Notions de stabilité

Définitions
Définitions : La solution z = 0 de (S) est dite
» stable si, pour tout € > 0, il existe 6 = d(tp,¢) t.q.
lelle < 0= llz(t;to, p)l| < e&,Vt =t
» asymptotiquement stable si, de plus, il existe n = d(%) t.q. .
lplle <n = Timy—oo z(t; to, ) = 0
» exponentiellement stable s'il existe a, 3,y > 0 t.q.

lelle <7 = llz(t; to, o)l < Bllell, et
Vit >t




Influence d'un retard sur la stabilité

» L’effet déstabilisant des retards est bien connu :

Définitions

B(t) = —a(t — h)




» Mais, ils peuvent aussi avoir un effet stabilisant :

Yy

(1) + y(t) — 5u(t —h)

h =

25
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Cas des systemes linéaires stationnaires

Equation et fonction caractéristiques

Recherche des solutions exponentielles :
z(t) = exp(st)zp est une solution de

Equation et fonction
caractéristiques

(5) i(t) = Aox(t) + Arz(t — 1)

si s est solution de I'équation caractéristique

det [sI,, — Ag — A1 exp(—7s)] =0

-~

p(s,7)




» p(s,7) — fonction caractéristique
c'est un quasi-polynéme :
p(s,7) = Do(s)+ >_1 4 Di(s)exp(—its)
avec
o deg(Do(s)) > deg(D;(s)) (cas retardé), ou ’
e deg(Dy(s)) > deg(D;(s)) (cas neutre) Mt

» zéros de p(s,7T) — racines caractéristiques.

L'équation caractéristique est transcendantale : il existe un
nombre infini de racines




Exemple : racines caractéristiques de #(t) = —x(t — 1)
solutions de s + e ° =0
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Propriétés (pour systeme de type retardé) :

» p(s,T) est une fonction entiere de s :
il ne peut y avoir qu'un nombre fini de zéros dans un
ensemble borné de C
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Propriétés (pour systeme de type retardé) :
» p(s,T) est une fonction entiere de s :
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Propriétés (pour systeme de type retardé) :
» p(s,T) est une fonction entiere de s :
il ne peut y avoir qu'un nombre fini de zéros dans un
ensemble borné de C ¢
Equation et fonction
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» Soit (s;);>1 une suite infinie de racines caract. t.q.
[s1] < |so] < ... alors

1. |s;| = 400 lorsque i — oo,
2. Re(s;) = —oo lorsque i — 00
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Propriétés (pour systeme de type retardé) :

» p(s,T) est une fonction entiere de s :
il ne peut y avoir qu'un nombre fini de zéros dans un
ensemble borné de C

Equation et fonction
caractéristiques

» Soit (s;);>1 une suite infinie de racines caract. t.q.
[s1] < |so] < ... alors

1. |s;| = 400 lorsque i — oo,
2. Re(s;) = —oo lorsque i — 00

» Pour un « donné, il n'existe qu'un nombre fini de racines s
t.q. Re(s) > a.




Développement asymptotique de la solution z(t)

w(t)= D Qi(t)e"' 4+ 0(e),

i:Res; >«

Q;(t) = polyndmes en t, a € R t.q. Re(s;) # «, Vi




Développement asymptotique de la solution z(t)

w(t)= D Qi(t)e"' 4+ 0(e),

i:Res; >«
Equation et fonction
caractéristiques

e de la

Q;(t) = polyndmes en t, a € R t.q. Re(s;) # «, Vi

Condition de stabilité exponentielle :
(S) est exponentiellement stable ssi toutes les racines
caractéristiques sont a Re < 0.




Technique de la D-partition

Idée : Continuité des zéros de la fonction caractéristique
p(s,T,a,b) par rapport a ses parametres a, b

b IIII Equation et fonction
-~ stable instable Tedmredsls

~ D-partition
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Hypersurfaces = {(a, b) : p(jw, a,b,7) =0, w € R}

= Partition de |'espace des parameétres
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Hypersurfaces = {(a, b) : p(jw, a,b,7) =0, w € R}

= Partition de I'espace des parametres
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= Localiser pour quelles régions N = 0.
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Exemple : &(t) = —ax(t) — bz(t — 1)
Equation caractéristique : p(s,a,b) = s+ a + be™*
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Exemple : &(t) = —ax(t) — bx(t — 1)
Equation caractéristique : p(s, a,b) = s+ a+ be™*
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Exemple : &(t) = —ax(t) — bx(t — 1)
Equation caractéristique : p(s, a,b) = s+ a+ be™*

\_y 2
/ » p(0,a,0)=0=a+b=0
N=0 9a > p(]waaab)zo
. a+bcosw=0
%\\ w—>bsinw =20

» Sib=0eta>0, alors N=0




Méthode de Walton et Marshall

Idée : Stabilité en fonction de la valeur du retard.

Im

stable | instable

quation et fonction
de la
h=0 7 7
Marshall
4 Autres méthodes

h=b* — ge

plan des racines




Cas simple : p(s,7) = n(s) + d(s)e™"*
Hyp. : d°n(s) > d°d(s).
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Cas simple : p(s,7) = n(s) + d(s)e™"*
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Cas simple : p(s,7) = n(s) + d(s)e™"*

Hyp. : d°n(s) > d°d(s).

Détermination des valeurs de 7 pour lesquelles il existe une
racine caractéristique s = jw?

p(s,7) =0« p(s,7) =0,

, N n(]w) + d(jw)e_j“”' =0 Méthode de Walon
c'est-a-dire : { n(—jw) + d(—jw)eiT = 0 .




Cas simple : p(s,7) = n(s) + d(s)e™"*

Hyp. : d°n(s) > d°d(s).

Détermination des valeurs de 7 pour lesquelles il existe une
racine caractéristique s = jw?

p(S?T) =0< ]_)(8,7') =0,

n(jw) + d(jw)e 74T =0 M
n(—jw) + d(—jw)e’*”™ =0
Elimination du terme exponentiel = équation polynomiale

c'est-a-dire : {

W(w?) £ n(jw)n(—jw) — d(jw)d(—jw) =0
= solutions en nombre fini!




Procédure :
1. Stabilité (pdles) pour 7 = 0.
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Procédure :
1. Stabilité (pdles) pour 7 = 0. Définitions

2. Calcul du polyndme W (w?). s
linéaires
stationnaires
Equation et fonction
caractéristiques

Technique de la
D-partition

Méthode de Walton et
Marshall

Autres méthodes

Seconde
méthode de
Lyapunov
Méthode des fonctions

de
Lyapunov-Razumikhin
Méthode des
fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii

Principe de
comparaison




Procédure :
1. Stabilité (pdles) pour 7 = 0.
2. Calcul du polyndme W (w?).
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Procédure :
1. Stabilité (pdles) pour 7 = 0.
2. Calcul du polyndme W (w?).
3. Recherche des zéros w? > 0 de W (w?)
4

Si pas de zéros > 0 de W (z) = 0, stabilité du systeme =
stabilité pour 7 = 0. Mre:xl;ode“dewalmnez

Marshall
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Procédure :
1. Stabilité (pdles) pour 7 = 0.
2. Calcul du polyndme W (w?).
3. Recherche des zéros w? > 0 de W (w?)
4

. Si pas de zéros > 0 de W (z) = 0, stabilité du systeme =
stabilité pour 7 = 0 .Sinon, analyse de I'évolution du lieu et g o o
des racines au voisinage des points s = jw; .
signe Re%! = signe W' (w?)

Equation et fonction

s=jw;




Procédure :

1. Stabilité (pdles) pour 7 = 0.
Calcul du polynéme W (w?).
Recherche des zéros w? > 0 de W (w?)

Si pas de zéros > 0 de W (z) = 0, stabilité du systeme = .
stabilité pour 7 = 0 .Sinon, analyse de I'évolution du lieu S T

Marshall

des racines au voisinage des points s = jw;
signe Re%! = signe W' (w?)

BN

s:jwi

5. Détermination des valeurs de 7 pour lesquelles s = jw; est =
une racine caractéristique : ‘
elwit — _ m(=jwi) o
d(—jw;) ‘




Exemple 1
1
p(s,7) = (s +2)* - Ze_” =0
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Exemple 1
1
p(s,7)=(s+ 2)2 - Ze_” =0

Stabilité en fonction de 77
1 5 3
1. 7=0: = 2)2 — =
7=0 p(s,0) = (s +2) 1 5 5

2 poles stables.
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Exemple 1
1
pls7) = (542 = {77 =0
Stabilité en fonction de 77

1L 7=0: p(5,0)2(5+2)2—i=(8+g)(S-i-g) :

2 poles stables. y

Méthode de Walton et
Marshall

2. CalCUI de W W(WQ) = (]w + 2)2(_]0) + 2)2 - 4% D




Exemple 1
1
p(s,7) = (s 422 = e =0

Stabilité en fonction de 77

Lrmos po0=tr2t-t= (s 2) (5+3)

2 poles stables.
2. calculde W:  W(w?) = (ju+2)?*(—jw+2)?— 4%
= (W44’ -5
= @+ P+
3. W n'a pas de racine positive = Stabilité asymptotique
V.




Exemple 2

p(s,7) =8 +82+25+1+e 7
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Exemple 2 p(s,7) =83+ +2s+ 1+ 7
Stabilité en fonction de 77

L1=0: p(s,0)=8+s2+25+2=(s+1)(s*+2)
1 racine stable (—1) & 2 racines imaginaires pures (£5+/2)
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Exemple 2 p(s,7) =83 +524+25+14+¢e7°
Stabilité en fonction de 77

L7=0: p(s,0)=8+s>+25+2=(s+1)(s2+2)
1 racine stable (—1) & 2 racines imaginaires pures (£5+/2)
2. calcul de W

W (w?)

|—jw® + 2w —w? + 17— 1 -
w2 (wz _ 1)(w2 _ 2) Méthode de Walton et

Marshall




Exemple 2 p(s,7) =83 +524+25+14+¢77°
Stabilité en fonction de 77
L7=0: p(s,0)=8+s>+25+2=(s+1)(s>2+2)
1 racine stable (—1) & 2 racines imaginaires pures (£5+/2)
2. calculde W =w?(w? —1)(w? —2)
3. Trois zéros réels positifs :s =0, s = £j /2 et s = £j
0 n'est pas une racine caract. = a ignorer vt




Exemple 2 p(s,7) =83 +52+25+1+e "
Stabilité en fonction de 77
L1=0: p(s,0)=8+s2+25+2=(s+1)(s*+2)
1 racine stable (—1) & 2 racines imaginaires pures (£5+/2)
ccalculde W = w?(w? —1)(w? - 2)
. Trois zéros réels positifs :s =0, s = +j,/2 et s = +j

w N

4. Evolution des racines
e s=24jy2 :W(2)>0= Rek
Sens déstabilisant

|j:j\/2 >0




Exemple 2 p(s,7) =83 +52+25+1+e "
Stabilité en fonction de 77
L1=0: p(s,0)=8+s2+25+2=(s+1)(s*+2)
1 racine stable (—1) & 2 racines imaginaires pures (£5+/2)
ccalculde W = w?(w? —1)(w? - 2)
. Trois zéros réels positifs :s =0, s = +j,/2 et s = +j

N

w

4. Evolution des racines
e s=24jy2 :W(2)>0= Rek
Sens déstabilisant
e s=4j :W/(1)<0= Rel |i <0
Sens stabilisant

|j:]\/2 >0




5. Valeur des retards critiques :
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5. Valeur des retards critiques :
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5. Valeur des retards critiques :
s =452 p(jy2,7) =0 e ITV2=1
& 7= kw2, =1,2,...
> s=4j:p(j,7)=0& eI = —j
eT=02k+Hr k=12,

Méthode de Walton et
Marshall
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Possibilité d'étendre la technique aux cas des systemes a retards

commensurables

» annexes
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Autres méthodes possibles

Le principe de I'argument s’applique aussi pour les systemes a
retards :

= critere de Nyquist (idem cas sans retard)

—> critere de Mikhailov :

Théoreme Maral
Un systéme linéaire stationnaire retardé d’ordre n et de fonction
caractéristique p(s) est asymptotiquement stable si la variation
de I'argument (détermination principale) de la fonction p(jw)
lorsque w varie de 0 a +o0 est égale & nm/2 et Vw > 0,

p(jw) # 0 (c-a-d : pas de racine caractéristique imaginaire pure)
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Exemple : lieu de Mikhailov de s + e~
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Exemple : lieu de Mikhailov de s + e=2¢
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Seconde méthode de Lyapunov

Insuffisance de la théorie classique Définitions
> Systéme . Cas des
systemes
linéaires

{ i1(t) = a(t) — m(t)23 (t — 71) B
in(t) = —a1(t) — ma(t)ad(t — ) B

D-partition
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Seconde méthode de Lyapunov

Insuffisance de la théorie classique

» Systéme :

:Eg(t) — a:l(t)xg(t — 7'1)

{ i1(1)
.’532(15) = —xl(t) — xg(t)xf(t — ’7'2)

» Fonction de Lyapunov : V(z) = 2f + zJ

Définitions

Cas des
systemes
linéaires
stationnaires
Equation et fonction
caractéristiques
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D-partition
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Marshall
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Seconde
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Seconde méthode de Lyapunov

Insuffisance de la théorie classique

» Systéme :

{ i1 (t) = 22(t) — 2 ()22 (t — 1)
in(t) = —1(t) — wp(t)af (t — o)

» Fonction de Lyapunov : V(z) = 2 + 22 \

» Dérivée le long des solutions : Szl

méthode de
Lyapunov

%(x(t)) = 2 [ (t)ad(t — ) + 22()al(t — )] <0 o




Seconde méthode de Lyapunov

Insuffisance de la théorie classique

» Systéme :
{ a1 (t) = mp(t) — w1 (t)as (1 — 1)
ip(t) = —w1(t) — mp(t) 2P (t — 72)
» Fonction de Lyapunov : V(z) = x12 + :1322 \
» Dérivée le long des solutions : el
Lyapunov
d V 2 IﬂL:hudL des nctions

(@) = =2 [af (a5 (t = 1) + 25 (H)af (t = 72)] <0

= z = 0 est stable.




Probleme
Valable uniquement pour une classe restreinte de systemes!!!
Solutions
Extensions de la 279¢ méthode de Lyapunov :
» approche de Razumikhin,

» approche de Krasovskii.

Equation et fonction

Autres méthodes

Seconde
méthode de
Lyapunov
Méthode des fonctions
de

Lyapunov-Razumikhin

Méthode des
fon,

nnelles de

Lyapunov-Krasovskii




Fonctions de Lyapunov-Razumikhin : Principe

Evolution des trajectoires vues dans R” = F. de Lyapunov
classique V (¢, ),
mais V (z(t)) < 0 exigée seulement pour certaines trajectoires :

=t V(x(t)) = Théoreme (Razumikhin, 1956)

k/ z =0 est stable si V(z(t)) <0 le

long de toute solution x(t) telle que
< {x:Vx)<§

(x: V(X)) <& V(z(t+s)) < V(z(t)),Vs € [—,0].




CS de stabilité asymptotique uniforme

Théoreme (Krasovskii 1956, Hale 1977)
S'il existe une fonction V (t,x) telle que
> u(llzl)) < V(E2) <olllzl), VE>t, Ve € R"
ol u etwv >0,

» V(t,0) < —w(||¢(0)]]), pour tout ¢ € C tel que
V(t+s,0(5) <p(V(E9(0), Vsel[-70]

ou p et w sont des fonctions positives, croissantes t.q.,
pour s >0, w(s) >0 et p(s) > s,

alors, x = 0 de (S) est U.A.S.
G.U.A.S. si u(s) — oo lorsque s — oc.
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Exemple

= DA

Définitions

Cas des
systemes
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Exemple
(t) = —az(t) — ba(t —7), a(t) €R
= V(z) = 22
V(2(t)) = 20(t) [—az(t) — ba(t — )]

Avec p(s) = ¢*s et ¢ > 1.
Si

Méthode des fonctions
de

T ( t) | s Lyapunov-Razumikhin
N es
f les de

alors Vi(z(t)) < —2(a— qb]) z2(t).




Exemple
(t) = —az(t) — ba(t —7), a(t) €R
= V(z) = 22
V(2(t)) = 20(t) [—az(t) — ba(t — )]

Avec p(s) = ¢*s et ¢ > 1.

Si
Viz(t = 7)) < p(V((1))), e
P |:C(t — 7')| S q |:L‘(t)| R ijap uuuuu 5azumikhin
alors Vi(z(t)) < —2(a— qb]) z2(t).

=sia>|bl=2z=0est UASid.r.




Approche de Lyapunov-Krasovskii

Evolution des trajectoires vues dans C : = V(t,z) n'est plus
une fonction mais une fonctionnelle V(¢, z;).
V(t, ) doit posséder les propriétés suivantes :

1. étre définie positive :

V(t, ) > u(llelle), Vo eC, t > 1o

(avec u(.) continue et définie positive)

2. tendre uniformément vers 0 lorsque ¢ — 0 :

V(t,¢) < vlllelle), Ve €Cs t > 1o

41



CNS de stabilité asymptotique uniforme

Théoreme
La solution = 0 est U.A.S. si, et seulement si, il existe une
fonctionnelle V vérifiant les 2 propriétés précédentes et telle que

V(tz) < —w(llzlle),

ol w continue et définie positive, alors Si, de plus, u et v sont
non bornées, la propriété de stabilité est globale.

Ol\J d;t,vu es fonctions
) Vit - V(t p——
V(t, =) £ lim sup (t+ & Tse) (¢, m)

e—0t IS
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Condition pratique de stabilité asymptotique
uniforme

Résultat purement théorique :
En pratique, on utilisera le résultat suivant

Théoreme
S'il existe une fonctionnelle V telle que :

> u(lle0)])) < V(t @) <olllelle), Vo eC, t > 1, et
> V(¢ o) < —w(|lz(D)])),
alors la solution z = 0 est U.A.S.
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Exemple simple

(t) = —ax(t) — bx(t — 1)
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= V(p) = ¢2(0) + [b] [°_(t + 5)ds s
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Exemple simple
(t) = —ax(t) — bx(t — 1)

= V() = 02(0) + [b] [°_@?(t +5)ds
Conditions 1) et 2) remplies :

P*(0) <V(p) < (1+[b]7) [l

Définitions
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Exemple simple
(t) = —ax(t) — bx(t — 1)

= V(p) = *(0) + |b] [ D2(t + s)ds
Conditions 1) et 2) remplies :

P?(0) < V(p) < (1+10]7) [l

Expression de la dérivée V :

V() = —2z(t)[az(t) + bx(t — 7))
+ 8| [x2(t) —22(t — 7‘)]
V(z) < —2(a—|b])z*(t)

=z =0est UAS id.r. si a > |b|.




Généralisation

(S) &(t) = Az(t) + Bzx(t — 1), avec z(t) € R™.

V(p)

Fonctionnelle :
avec P, S~ 0.

PT(0)Pp(0) + [ 07 (5)Se(s) ds
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Généralisation
(S) &(t) = Az(t) + Bzx(t — 1), avec z(t) € R™.

Fonctionnelle : V() = ¢T(0)Pyp(0) + f_OT 0T (s)Sp(s)ds
avec P, S~ 0.

= [ V(z) = yT(£)Qy(t)

T
avec () = 4 P;Tl;4+8 ]_Dl; ] et y(t) = [ I(f(_t)T) ]

= Stabilité asymptotique i.d.r. si @ < 0 (LMI)

45



Quelques mots sur les LMI

Définition

LMI : Linear Matrix Inequality
Condition de la forme :

Flz)=Fy+x1Fy+--+x,F, <0

N

ou

> T = [(L’]_ e In]T (S RTL Autres méthodes
» F,eRV F,=FT i=0,...,n

Méthode des

Remarque : Un ensemble de LMI Fy(z) < O0,..., Fp(z) <0 D
peut &tre mis sous la forme d'une unique LMI F(z) < 0 en
posant F'(z) = diag (F1(z),..., Fn(x))

46



Quelques mots sur les LMI (suite)

LMI avec variables matricielles

Exemple
Trouver P <0 t.q.
ATP 4+ PA<0
LMI?
= Soit (P1, ... Py,) une base de 'ens. des matrices symétriques -

P=aPi 4+ amPn=> ATP+ PA=0Fi + - + 2 Fyy

Méthode des

avec fonctionnelles de

Fi — AT -Pz _|_ Pl A Lyapunov-Krasovskii
On parle alors de LMl en P
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Quelques mots sur les LMI (suite)

Quelques résultats utiles

Théoreme (Congruence)
Si X est une matrice réguliére, alors XTMX =~ 0< T >0

Définitions
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Quelques mots sur les LMI (suite)

Quelques résultats utiles

Théoreme (Congruence)
Si X est une matrice réguliére, alors XTMX =~ 0< T >0

Théoreme (Complément de Schur)
Soient Q(z) = QT (z), R(z) = RT(x), S(z) 3 matrices affines

en z , alors

[ (z)  S(x)
ST(z) R

48



Quelques mots sur les LMI (suite)

Quelques résultats utiles

Théoreme (Congruence)
Si X est une matrice réguliére, alors XTMX =~ 0< T >0

Théoreme (Complément de Schur)
Soient Q(z) = QT (x), R(z) = RT(x), S(x) 3 matrices affines

en z , alors

(z) S
[sT 7) R(x)] 0= { Q(z) — S(x)R"(2)ST(z) = 0

Généralisation :

Q S U
STRO>O<:>{
vt o T

Q- SR'ST —ur—'UuT -0
R,§>0
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Quelques mots sur les LMI (fin)

Deux inégalités utiles

Théoreme (inégalité classique)
Si X » 0, alors, Va, b € R"

+2aTb < aTXa + br X b

Preuve : Développer (a + X 10)T X (a + X~1b)

Définitions
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Quelques mots sur les LMI (fin)

Deux inégalités utiles

Théoreme (inégalité classique)
Si X =0, alors, Va,b € R"

+2aTb < aT Xa + bp X1

Preuve : Développer (a + X~ '0)" X (a + X~1b) f—

Théoreme (inégalité de Park)
Si X, M e R"™™, avec X = 0,alors, Va,b € R"

+2a"b < (a+ Mb)T X (a+ Mb) + b7 (X1 +2M)b

Preuve : Remplacer a par a + Mb dans le Th. précédent.
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Prise en compte de la valeur du retard

Hyp. : (S) asymp. stable pour 7 =0 = A = A + B Hurwitz

Probleme Définitions
Chercher une borne 7 t.q. stab. asympt. V7 < 7% Cas des
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Prise en compte de la valeur du retard

Hyp. : (S) asymp. stable pour 7 =0 = A = A + B Hurwitz

Probleme
Chercher une borne 7 t.q. stab. asympt. V7 < 7*.

[dée
Transformation du modeéle a I'aide de la formule de
Leibniz-Newton :

0

z(t) —z(t — 1) :/ (t+s)ds

(S)=

#(t) = (A+ B)a(t) — B /t_ (Aw(s) + Bu(s — 7)) ds




Fonctionnelle (exemple)

0
Vig) = o7 (0)Pp(0)+ / o7 (5)S(s) ds

/_T/S u)R1o(u) duds
—i—/ / u)Rop(u) duds

= V(z;) = 2T (t)Qz(t) + termes negatifs

(s) est asympt. stable si @ = Q(A, B, P, S, Ry, R2,7) < 0.
= peut étre testé par la réalisabilité d'une LMI

X 7*PBA 71*PB?
*ATBTP —7*R, 0 <0
™ B*TP 0 —7T'Ry

avec X = ATP + PA+ S+ 7%(Ry + Ry)



Approche systémes singuliers (E. Fridman)

z(t) = y(t) :
y(t) = Az(t)+ Aga(t —7) = (A+ Ag)z(t) — Aqg /t_ y(s)ds

Fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii :

V() = XT(t)EPX(t / / s)dsdé
-7 +9
. Z’(t) P1 0
avec X = [ u(t) ] E = diag(1,,0), P = [ Py P } et

P, R > 0 = condition de stabilité

ALPy+ PFAr Py — Pl +ATP; tPIA,
Pi—Pyt+PfAr  —P3—PI+7R  7PTA; | <0
TAZ;PQ TA P3 —TR

avec A = A+ Ay



Critéres “conservatifs’ | 3V donnant des C.N.S de stabilité?
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Criteres “conservatifs’ | 31 donnant des C.N.S de stabilité 7=
Oui (Infante & Castelan, 1978), mais ...
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Critéres “conservatifs” | 31 donnant des C.N.S de stabilité 7=
Oui (Infante & Castelan, 1978), mais ... fonctionnelle du type :

0
V(p) = ¢ (0)[M + Q(0)] 90(0)+€‘5T/ " (5)e™ Rep(s) ds

-7

0
+207(0) [ Qs +7)e™ ) Bi(s) ds

0 0 e
+2/ / T ()BT Q(u— )’ TP o(u)y duds

oud eR, M, R>0et Q) pour a € [0, 7] t.q. yapunov
Q'(a) = (AT +61)Q(e) + € BTQT(r — a)

avec Q(0) = Qo arbitraire mais symétrique.
Stabilité asymptotique ssi V est définie positive.




Méthode de K. Gu (1997) : Discrétisation

Principe

T ° 7
V) = ¢TOPeO)+ [ TS )0l ds

-7

0
+207(0) [ Q(s)els) ds

- /_OT /_OT o (s)R(s,u)p(u) duds

S, @) et R matrices constantes par morceaux
= paramétrisation en dim. finie de V.
Conditions de stabilité exprimées en terme de LMI.
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Systemes de comparaison

Idée
Analyser la stabilité d'un systéme complexe (A) via un autre S
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Systemes de comparaison

|dée
Analyser la stabilité d'un systéme complexe (A) via un autre
plus simple (B).

Exemple (Systemes de comparaison scalaires)
V(z) fonction définie positive t.q. le long des solutions de (A)

V(a(t) < r(t, V(a(1)))
alors V(z(t)) < y(t) solution de

(B) y(t)=r(t,y(t), avecy(0)= V(z(0)) o

Principe de
comparaison

Stabilité (asympt.) de (B) = stabilité (asympt.) de (A).




Systemes de comparaison vectoriels

Soit V(z) = [Vi(),..., Vi(z)]" telle que i
> V’L("'E) 2 Ov vx, Cas des
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. , "
> ” V(:L’)“ solt def pOS|t|Ve. stationnaires
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Systemes de comparaison vectoriels

Soit V(z) = [Vi(z),..., Vi(2)]7 telle que
» Vi(z) >0, Ve,
» || V()] soit déf. positive.

(8) i) = F(t,a) "Dy < Gt )

u]
8
I
ul
it
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Systemes de comparaison vectoriels

Soit V(z) = [Vi(z),..., Vi(2)]7 telle que
» Vi(z) >0, Ve,
» || V()] soit déf. positive.

(8) i) = F(t,a) "Dy < Gt )

Si

V(z(t)) < z(t), pourt € [to—, to] = V(z(t)) < z(t), Vt>1t

Alors, z(t) = G(t, z) est un systéme de comparaison de (S)

Principe de
comparaison

Conditions sur (G) = principe de comparaison




Principes de comparaison
Hypotheses :

G(t,z) = g(t, 2(2), 2(t = 7)), ou Gt z) = g(1, 2(1), 2(1))

avec 7;(t) = sup_,<5<p zi(t + 5).
Si
1. g est croissante en y :
yi <yi (G =1,....k) = g(t,z,y") < gi(t, 2, 9%)
2. g est quasi-monotone croissante en z :
wjl < ij (pourj =1,...,k) et z} = 2?
= gi(t7x1> y) < gi(t,$2, y)
alors 2(t) = G(t, z;) est tel que toute solution de
i(t) < Gt ) =

Vériﬁe Principe de

comparaison

y(t) < z2(t), to—T<t<to=yt)<z(t) Vi>1to



Exemples de systemes de comparaison
Systeme :
#(t) = Az(t) + Bx(t — 7)

w V(z) = |||l =
systeme de comparaison

(1) = u(A)2(t) + [| B[ 2(t — 7)

Stabilité asymptotique si u(A) + || B <0
ob I+eA 1
1(A) = lim M +eAfl—1

e—0t e

(mesure de la matrice A associée a la norme || . |[|).

1 (A) = m]?,X Re(akk) + Z ]alkl Principe de

- comparaison
1#£k

peolA) = (A7), pa(A) = Dmae( 4+ A)




= V() = [ln],... o))" =
systeme de comparaison :

z(t) = Mz(t) + Nz(t — 1),

M = G
my = |az'j| if j #1i

M = {m,-j} LMy = {
N = {ny}: ny = byl

Stabilité asymptotique si M + N = —M-matrice

Principe de
comparaison




= V() = [ln],... o))" =
systeme de comparaison :

z(t) = Mz(t) + Nz(t — 1),

B RO Mi; = Qi
M = {my} P My { mj = |a¢j| if j #1i

N = {m]} PNy = ’bij| rsh
Autres méthodes

Stabilité asymptotique si M + N = —M-matrice

Définition (M-Matrice)
A est une M-matrice si a; < 0 pour i # j, et

Principe de
comparaison

a1 a12
G21 Q22

aj1 > 0, >0,...,det(A) >0
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(t) =30 Ajz(t —ih) + Y1 Biu(t — th)
=) {y<t>=23:30w<t—z'h> ’

Trouver un retour de sortie (dynamique) ou d'état u(t) t.q. le
systeme bouclé soit asympt. stable
2 méthodes : e

» Approximation en dim. finie
exp(—hs) — ggg ex. approximants de Padé
1— ﬁs 2 h3
2 2 3 4
=1—hs+ —s“——s4+ 0(s
1+ %s 2 4 (s7)

» conserver le systeme de dim. infinie




Premiere approche :

Probléme :

= syst. de grande dimension = contrdleurs complexes

Ordre de I'approximation, stabilité numérique des algorithmes ?

Seconde approche :
» Besoin d'outils spécifiques
» Régulateurs de dimension infinie
= Implantation / approximation ?

Formulation du
probleme

Approches classiques

Placement de spectr

fini




Stabilisation : approches classiques

Formulation du
probleme

Approches classiques

Prédicteur de Smith

» Approche fréquentielle : D-partition : simple si peu de
parametres. it
» Approche de Lyapunov : choix de la fonctionnelle ?

Systemes sur anneaux

Placement de spectre

fini




Exemple

#(t) = Az(t) + Agu(t — 7) + Bu(t) s

Approches classiques

Retour stabilisant u(t) = — Kz(t)

= @(t) = [A — BK]a(t) + Aga(t —7)

Avec LKF V(p) = ¢7(0)Pp(0) + [° ¢ (5)S(s) ds
Stabilité si

(A—BK)TP+ P(A—BK)+S PAy

Q= ATP g | Y

Difficile a résoudre : pas une LMI




diag(P~', P~YQdiag(P~', P71) =
Condition de stabilité : ooy

AQ+ QAT + BW + WIBT + v ATQ

04, <0
avec X =P~ 1, Y =P 5P~ W =KP!
LMI!
Existence de ce retour : (A, B ) commandable o

(nécessité ?)
Remarques : Performances?




Formulation du

exemp le ;’::r‘:\;(es classiques
T(t) =z(t) +u(t —1)

n'est pas stabilisable avec u(t) = —kz(t)

Prédicteur de Smith

Structure de la commande?

Systemes sur anneaux

= Besoin de connattre les propriétés structurelles du systeme.

Placement de spectre

fini
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Prédicteur de Smith : approche E/S

Exemple : cas d'un systéme a retard sur le capteur NN
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Prédicteur de Smith : approche E/S

Exemple : cas d'un systéme a retard sur le capteur

e O L oy O ey A e [

Si on dispose d'un autre capteur non retardé : commande clas-
sique




Prédicteur de Smith : approche E/S

Exemple : cas d'un systéme a retard sur le capteur

ety ~ =0 [ T [ o (1)

e—hs -

On estime v(t) a I'aide de u(t) et du modele




Prédicteur de Smith : approche E/S

Exemple : cas d'un systéme a retard sur le capteur

e O L oy L ey U e 1O

Probleme : pas de rétro-action (commande BO)




Prédicteur de Smith : approche E/S

Exemple : cas d'un systéme a retard sur le capteur

Introduction

Formulation du
proble

Approches classiques

belt () u(t) o(t) y(t)
‘ )Fm C(S) F(S) e_hs ?xrer:s'\ons

Prédicteur de Smith

Transformations
équivalentes

Approche
algébrique

N
—
~
~

1
|

=St
©
o
o
:
X
/
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Fonction de transfert en BF

Modele parfait (F = F, h=h ),

sinon :
Y(S) . CF —hs
Ye(s) 1+ CF + C(Fehs — Fehs)

Introduction

Formulation du
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Analyse de la stabilité en BF : cas d'un ler ordre

+ régulateur P : C(s) = K.

B(t) = ax(t)+ Kr(t) — Ko(t — 1) = Ko(¢) + Ko(t — 1) "=
di/dt(t) = ad(t)+ Kr(t)— Ko(t—1)— Ko(t) + Ko(t—1) ..

Equation caractéristique : ;;ff:';:f'!lf,l;f?:f
s—a+ Ke™* K —Ke™*
d t pr— —_ —_ p— .
¢ Ke™? s—a+ K — Ke™* (s=a)(s—a+K) =0

instable pour un systéme instable en BO'!




Prédicteur de Smith : approche état

Systeme &(t) = Az(t) + Bu(t — 1),
Idée : u(t) = —Ke(t+7) = %(t) = (A — BK)z(1)

mais commande non causale!

Introduction

Formu
proble

Appro

Prédicteur de
Smith et
extensions

Prédicteur de Smith

al
équivalentes

Approche
algébrique

Systé

Bibliographie




= prédiction non dynamique de z(¢ + 7) :

t+7
w(t4+71) = eNMa(t)+ / eAUHT=9) Bu(s — 1) ds
t
0
= eAa(t) +/ e P Bu(t + 0) do.

0
= u(t) = —Ke'z(t) — K e~ Bu(t + 6) df.

-7

(équation de Volterra de seconde espéce)
poles BF = valeurs propres de A — BK




Transformations équivalentes

Cas des systemes avec retard sur |'entrée

Systeme :

#(t) = Az(t) + Bu(t — 1),

Changement de variables :

Prédicteur de Smit

! Transformations
2(t) = (1) + / e A6+t By (s) ds At
t

—T

= 3(t) = Az(t) + e " Bu(t).

(Kwon & Pearson 80, Artstein 82)

placement de péles <= (A4, e~47 B) commandable (équivalent
ici a (4, B) commandable.)




Systemes a retards sur |'état

Systeme :
z(t) = Aoz (t) + A1z(t — 7) + Bou(t) + Biu(t — h),

Changement de variable

t t i
2(t) = z(t)+ / A0 A1 2(0) dO+ / eAU=h=0) By (0) do Lt
t—r1 t—h

= (1) = A2() + [Bo + e_hABl] u(t)
—[A— 40— e 4] 2(t)

z(t) = Az(t) + Bu(t)

Si A= Ag+ e_TAAl
B2 By+ e Mp




Résolution de « I' équation caractéristique matricielle »

A=Ag—e T4 e

Approches classiques

basée sur la connaissance de n racines caractéristiques et leurs
vecteurs propres a gauche

Prédicteur de Smit
Transformations
équivalentes
Fait :
o(A)Cc X2 {s€C:det(s] — Ay — e "5 A;) = 0}
Placement de spectre

fini

ATy =2v= (Adg+ e ™A)Tw =X




Supposons qu'il existe un ensemble
A= {0’1,...,Up,a'l,...,5'p,02p+1...,0'n} cx

symétrique, contenant tous les poles instables de (S) et que les
o}, soient tous de multiplicité 1. [
Définissons

J = diag(D1,...,Dp,00p41...,0p)

Q = [Re(vi) Im(vy)...Im(vp) vaps1 ... )

équivalentes
Re(oy) —Im(oy)

Re(oy)  Im(oy)
v, vecteur propre a gauche associé a oy,
Alors, une solution de I'ECM est

A=Q71JQ

ou Dy = pour k=1,...,p
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Approche algébrique : modeles sur anneau

Systeme (X) a retards commensurables

i(t) = zq:Aix(t —ih) + zq:Biu(t —ih)
=0 =0
q
y(t) =" Calt — in)
=0

z(t) € R", u(t) e R™, y(t) e RP .

& lois de commande avec retards ponctuels :

N
u(t) = Fiz(t — i)
=0




Modeéles sur I'anneau R[V]

V £ opérateur retard de durée h :

Va(t) = o(t — h), Via(t) = a(t — ih), i >0

#(t) = A(V)z(t) + B(V)u(t)
= ®) { y(t) = C(V)a(t)

avec
1 ) q . ‘ .
A(V) = Z A; V', B(V) _ Z BV’ Placament despct
=0 i—0

q
C(V)=) GV
=0




Extensions du probléme de placement de pdles

Soient 31 , ..., B, polyndmes en V arbitraire, existe-t-il
F e R™*™[V] tel que det[s] — A(V) — B(V)F(V)] =

1. TT7,(s — Bi(V)) = probleme de placement de péles

Systémes sur anneaux

Placement de spectre
fini




Extensions du probléme de placement de pdles

Soient 31 , ..., By, polyndémes en V arbitraire, existe-t-il
F e R™*™[V] tel que det[s] — A(V) — B(V)F(V)] =
1. TT7,(s — Bi(V)) = probleme de placement de péles

2. 8"+ B (V)s" L+ Ba(V)
= probleme de |'assignation des coefficients

Systémes sur anneaux

Placement de spect
fini

re




Extensions du probléme de placement de pdles

Soient 31 , ..., B, polyndmes en V arbitraire, existe-t-il
F e R™*™[V] tel que det[s] — A(V) — B(V)F(V)] =
1. TT7,(s — Bi(V)) = probleme de placement de péles

2. 8"+ B1(V)s" L.+ Ba(V)
= probleme de |'assignation des coefficients

‘ assign. coeff. = plac. pdles <= commandabilité forte‘

(X) est fortement commandable si o
Vectgpy) [B(V), A(V)B(V),..., A" {(V)B(V)] =R"[V]

Equivalent 3 :
Rangc [sI — A(z)|B(z)] =n, Vs, z€C.




Exemple (une entrée : cas simple)

{ & (t) = z1(t) + 22(t) + u(t — h)
i‘g(t) = 1‘1(75) + :L‘g(t) — .’I,‘Q(t - h) + u(t) Formuation

A(V)=“ 1—1v} B(V)Z[Y]
<A(V)|B(v)>:[Y VIF1] i

Systemes sur anneaux

Placement de spectre

matrice unimodulaire : = Forme commandable comme pour
syst. sans retard y = P(V)z :

P,=B, P, 1=AP,+a,1B,

P, o=AP, 1+ a,_9B,...

avec det(A(V) = s" + a1 (V)s" 1+ ... + ap(V)




2 _
P(V) = v v _V1+ ! Y unimodulaire =

TS I POR R R0

= assign. des coefficients
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Remarques :

» |l existe un algorithme pour le placement de pdles [ Lee &
Zak, |IEEE TAC 1982];
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Remarques :

» |l existe un algorithme pour le placement de pdles [ Lee &
Zak, |IEEE TAC 1982];

» la commandabilité forte implique que I'on peut atteindre
n'importe quel point en un temps infiniment court
(Sename, 1994);




Remarques :

» |l existe un algorithme pour le placement de pdles [ Lee &
Zak, |IEEE TAC 1982];

» la commandabilité forte implique que I'on peut atteindre
n'importe quel point en un temps infiniment court
(Sename, 1994);

» il existe une autre notion algébrique de commandabilité : la
commandabilité faible .




Remarques :

» |l existe un algorithme pour le placement de pdles [ Lee &
Zak, |IEEE TAC 1982];

» la commandabilité forte implique que I'on peut atteindre ‘
n'importe quel point en un temps infiniment court R
(Sename, 1994);

» il existe une autre notion algébrique de commandabilité : la
commandabilité faible B

(X) est faiblement commandable si

Systemes sur anneaux

Ranggy) [B(V),..., A" (V)B(V)] =n Sl

Equivalent 3

Jdz € C: Rang[s] — A(z)|B(zx)] =n, Vs




placement de spectre fini

But : placer tous les pbles du systeme BF par une approche
polynomiale (Brethé & Loiseau) Formuaton du

Rappel : approche polynomiale cas des systemes sans retard

Processus : 5&3 - g’;gi;
Régulateur :U(s) = _gzgzg Y(s) + V(s)

Equ. caract. en BF : D,(s)D.(s) + N,(s)Ne(s) =0

Meéthode : Soit un polynéme stable ¢(s) , trouver N, et D, t.q.
| DpDe+ NN = 6|

Toujours possible si IV, et D, sont premiers entre eux.
Résultat clé : th. Bézout : 3P, Q : PN, + QD, =1




Extension aux systemes a retards

Exemple
z(t) = z(t)+u(t—1)

u(t) = —zex(t)—zfole%(t—e)da

poles BF : s = —1
Interprétation Transfert : z(¢) = fol u(t —0)deo
Laplace = Z(s) = fol e?e0U(s)do

Z(s) 1—estt f‘m g
U(s) s—1

= F. de transfert entiére et rationnelle en s et e~ *

1— 6_5+1

(s =DI+2———

)+e f2e=s5+1




Retard distribué

Définition (Retard distribué)
C'est une relation entrée/sortie de la forme

ha
y(t) = [ f(O)u(t—0)do

h1

= Laplace : Y(s) = q(s)U(s), avec

= ¢ € A (fonction entiere).

System

Placement de spectre
fini




Cadre algébrique : ensembles G et £

G = ensemble des fonctions rationnelles en s et e~*" qui sont
les transformées de Laplace de retards distribués
= Brethé & Loiseau 1996 :

n(s, e ")

gé{Q(S):W

:degy n(s, z) < deg,d(s)}NA

Placement de spectre
fini

On pose :
£ (R[e_hs] + g) [s]




Propriétés algébriques de £
» & est un domaine integre
» Existence d'un pgcd (unique a un facteur constant pres)
e d est un diviseur de ¢ si 3¢ € £ t.q. ¢ = d¢’
e d € & estun pged de g1, go € € si d est un diviseur de ¢
et g2 et un multiple de tous leurs diviseurs communs.

» Division par un élément unitaire :
Soit ¢ un élément unitaire de £ avec deg(q) > 1, alors,

Vpe& Ja,BEE ta ——

Placement de spectre
fini

p=aq+ [, avec deg(B) < deg(q)
Il existe un @RI |




q1, @2 € € sont dits premiers entre eux si leur pged est constant.

Th : p1 et po sont premiers entre eux de £ ssi ils n'ont en

commun ni zéro ni facteur de la forme e~*"* (avec k € N¥) e
Exemple :
s—1letl—e (5D pesont pas premiers entre eux sur £ car

—(s—1)h _ 1—e (s—Dh o
1— e (mDh = (s — 1)l — o

Identité de Bézout : si g1 et go € £ premiers entre eux, alors

Systemes sur anneaux

E|$1, X9 € g . Placement de spectre

fini

Lo+ o =1

= £ est un domaine de Bézout : Tout idéal finiment généré de

& est principal.
[l existe un @R |
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Walton & Marshall : cas général

Fonction caractéristique :

Walton & Marshall : cas
général

avec d°ap(s) > d°ai(s) pour k=1,...,4q.

Méme procédure :

1. Localiser les pdles du systeme non retardé.

2. Déterminer les valeurs critiques de 7 pour lesquelles il
existe des racines imaginaires pures.

3. Comportement du lieu des racines au voisinage des points
critiques




Recherche des points critiques :
Si pour 7 = 19, $ = jwg est une solution de :

Walton & Marshall : cas

psm) =S a(s)e ™ =0 (a)

q
k=0

c'est également une solution de :

p(=s,m) = ax(=s)e®" =0  (b)
k=0

Pour éliminer le terme e~ 97° de ces deux équations, on définit :

—gsT

p[l](S,T) = ap(—s)p(s,7) — aq(s)e p(—s,7)

100



plH(s,7) est un quasi-polyndme de la forme

1 _
(s, m) =3 al (s)eh,
k=0 Walton & Marshall : cas
1
avec a,g )(s) = ap(—s)ar(s) — aq(s)ag—r(—s).
On recommence jusqu'a élimination de tous les termes
exponentiels

= définition des quasi-polyndmes pl"l(s,7) (r=1,...,q):
q—r
(s, =3 a (s)e ™,
k=0
avec : a,(fﬂ)(s) = aér)(—s)a,(cr)(s) - aér,)

On notera W (w?) le polyndme pl9 (jw, 7).
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Détermination des retards critiques :

p(s = ]w27 T) = 0 i W(wzz) = 0‘ Annexes
Walton & Marshall : cas

général
Les valeurs de 7 se déterminant alors a I'aide de la relation presitigis Gy

Algorithme (identité de
[ 1] Bézout)
q— Yy, —
p ]wz, T)= 0 Approche
fonctionnelle
Introduction

Représentation

Comportement du lieu des racines au voisinage de s = jw;.

ol ajwi) = ai (jwi)al” (jwi) - .- af" Y (jwi).

== Lo
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Annexes

‘Walton & Marshall : cas
Exercice Stabilité en fonction de 7 de

général

Algorithme (division par
élément unitaire)

Algorithme (identité de
p(S,T) =54+ 1 + e—T.S + 36—275 Bézout)

Approche
fonctionnelle
Introduction

Représentation
semi-groupe

DHa
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Exercice

p(s,7) =s+1+e 75 43727

1. 7 =0 : stabilité asymptotique (pdle s = —5)

Annexes

Walton & Marshall : cas
général

Algorithme (division par
élément unitaire)

Algorithme (identité de
Bézout)

Approche

fonctionnelle
Introduction

Représentation
semi-groupe
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Exercice
p(s,T)=s+1+e 743 27¢

Walton & Marshall : cas
généra

1. 7 =0 : stabilité asymptotique (pdle s = —5)

2. Calcul de W :
a(s) = s+1, a(s)=1, as)=3
pM(s,7) = —s>—8+4(—s—2)e ™"

Ww?) = (w?-5)(w®—12)
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Walton & Marshall : cas

Exercice
p(s,7T)=s+1+e ™ +3e 27

1. 7 =0 : stabilité asymptotique (pdle s = —5)

2. Ww?) = (w? = 5) (w? —12)
3. Valeurs correspondantes de 7 :

. i 2+ jw
[1] :O:} Jor — —_ 47
) = 0= ¢dor = 2T
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Exercice
—27s

p(s,7)=s+1+e7°+3e

Walton & Marshall : cas
énéral

1. 7 =0 : stabilité asymptotique (pdle s = —5)
2. Ww?) = (w? = 5) (w? —12)
3. Valeurs correspondantes de 7 :

24+ jw
w2 -8

pll] (jw, ) =0= 77 =

Pour wy = /5= 71 =+/5/5(tan"1(\/5/2) + (2k + 1)7)
Pour wy = 2y/3 = 1 = /3/6(7/3 + 2kn)
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4. Evolution du lieu des racines

» Pourw; =+/5: W'(5) <0et
oV (jv/5) = -3 <0
= Reg|,_; 5 >0
= croisement dans le sens déstabilisant

< Retour

Annexes
Walton & Marshall : cas
général

Algorithme (division par
élément unitaire)

Algorithme (identité de
Bézout)

Approche

fonctionnelle
Introduction

Représentation
semi-groupe
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4. Evolution du lieu des racines
» Pourw; =+/5: W'(5) <0et
aél) (]\/5) — _3 < O ;\e(itroz‘nl&Marshal\:cas
d
= Re 2|, 5 >0
= croisement dans le sens déstabilisant
» Pour we =2y/3: W’'(12) >0 et
aV(2j/3) =4>0
d
= Re 2|,y 3 >0
= croisement dans le sens déstabilisant

< Retour
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4. Evolution du lieu des racines
» Pourw; =+/5: W'(5) <0et
aél) (]\/5) — _3 < O V\e(:létron&MarshaH:cas
d , -
= Re 2|, 5 >0 :
= croisement dans le sens déstabilisant
» Pour we =2y/3: W’'(12) >0 et
aV(2j/3) =4>0
= Red >0

dt ‘3:23‘\/3
= croisement dans le sens déstabilisant

Stabilité asymptotique ssi 0 < 7 < ﬂl—\é?' ~ 0.3023

< Retour
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Algorithme (division par élément unitaire)

—soitp:Z—;etq:Z—Zet]ﬁéd np @édpnq alors
b=y pileM)s’, q=s"+ 300 GilemM)st, avee
Piqi € R[X]
—si M < N,alorssoita=0,8=p
— sinon, soit a1 = pysM N et B =p — a; g, alors

P =o0a1q+ pr, avec degy(B1) < deg,(p)

Répéter

Bi = a2q+ o, avec deg,(B2) < deg, (1)
ﬁQ = Oégq + /83’ avec degs(ﬁiﬁ) < degs(ﬁ2)’

jusqu'a deg,(3y) < deg, (7).
Soita:Z{zla%,ﬁ d,@il alors p = ag + 3y
= p=uaq+p0, BeEet

deg(B) < deg,(q) — deg,(dqd,) = deg(q)
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Algorithme (identité de Bézout) :

gi(s) = e (i =1,2),
avec n;, d; 2 polyndmes lers entre eux par facteur.
Soit § = ng(dl, dQ), d{, dé t.q. d; = (Sdzl

diny et d{ng sont ler entre eux par facteur

donc Ju,v € R[X, Y] et e € R[X] t.q.

ton & Marshall : cas

Algori

nydyu + mydiv = € (¥) s

(Pour calculer u et v : considérer ny dj et npd; comme éléments ...
de R(X)[Y]. lls sont premiers entre eux : donc, Jz et .
y € R(X)[Y] tq.

mdyz + npdjy =1

Normalisation : Je € R[X] t.q. u = ze et v = ye € R[X, Y].)
Soit a = didju et b = dadjv alors a, b € € et

aqr + bgp = €
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Décomposer € = €1 ...€x t.q. €;41 est un multiple de ¢; et
chaque facteur ¢; n'admet que des zéros simples.
Soient s1,. .., s; les zéros de €1, et soit

2, Marshall : cas

k] — q1 (51) St ql(sl) 7é O s 1’ e k Algorithme (identité de

Bézout)

— 20 sigo(s1) # 0

(noter que si q1(s1)g2(s1) # 0, alors qbl((s;l)) = —%)

soit k(s) le polyndme d'interpolation de Lagrange t.q.
k(Sj) = kj.

Alors, soit a; = %fq?, by = b_e—]f‘“

= a1, by €&, et aqr+bigg=¢r...€x
Recommencer jusqu'a I'élimination du facteur ex.
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Contenu

Approche fonctionnelle

Représentation semi-groupe

o>

Annexes

Walton & Marshall : cas
général
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Placement de spectre partiel

But : placer un nombre fini de poles.)
[ Krasovskii & Osipov, 63 Bhat & Koivo, 76]

Principe : systeme

z(t) = Az(t) + Bu(t)

Etant donné un podle simple A\, € R, dJu = —Kx t.q. seul le pole
Ay Soit modifié?
= Oui, si rankc [\, ] — 4| Bl =n

(prendre la forme modale)
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Représentation abstraite d'un systeme a retard

I(t) = on(t) + Alx(t — h)
z(0) = ¢0), -h<0<0

C = C(]—h,0],R™) : espace de Banach pour la norme : semigrupe

lelle = supge(—no [l (O)]
Soit T(t): p€Cr—— T(t)p=m(p) €C.
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Propriété
La famille d'opérateurs T'(t) (pour ¢ > 0) est un semi-groupe
fortement continu sur C.

» T(t) € L(C), Yt >0
» T(t+ ) T(t)T(s) fort,s >0 S
> T(0) =

> | T(t)go ol — 0 lorsque t — 0t Vo eC
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Générateur infinitésimal de {T'(¢)} :
C'est I'opérateur A de C dans C défini par
Ap = lim L(T(t)p - )
$ = P i p—
Expression :

() pour § € [—h,0)
Ap(0) = { Agp(0) + A1p(—h) pour § =0

avec le domaine D(A) =

{o.¢" €C, ¢'(0) = Aop(0) + Arp(—h)}
Propriétés

D(A) est dense dans C et, pour tout ¢ € D(A), on a

& T =T(t)Ap = AT(t)p
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Eléments de preuve :
Par intégration de |'équation différentielle, on obtient :

T(t)p() =
{ o(t+6) pourt+6<0 Resanatn
0(8) + [ Ao (T(5)9) (0) + A1 (T(s)g) (—h)] ds pour t +6 >0
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Spectre de I'opérateur A

Ensemble résolvant p(.A) de A = ens. des A € C t.q. 'opérateur
Al — A admet une inverse bornée a domaine dense dans C. e
Spectre de A : 0(A) =C\ p(A) g (et

o(A) peut étre décomposé en 3 ensembles disjoints :

ton & Marshall : ca

> le spectre résiduel : ens. des A € C t.q. A\ — A admet une  roenoion
inverse bornée, mais de domaine non dense dans C ;

» le spectre continu : ens. des A € C t.q. Al — A admet une
inverse mais non bornée;

» le spectre ponctuel : ens. des A € C t.q. Al — A n'admet
pas d'inverse.
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Détermination du spectre de A

Existence et continuité des solution ¢ € D(A) de I'équ.

(A=A)p =1

Walton & Marshall : cas

Donc, ¢ est solution de I'équation différentielle
P(0) = 2p(0) = 9(6), —T<0<0

Soit p(8) = eMb + [ MOy (¢)de
On doit avoir de plus ¢(0) = Aop(0) + A1p(—h)
= Ab +(0) = Agb + Ay (e ™Mb + [ Ay () dg)

= ANb = —(0) + [, " XDy(€)de)
avec A(\) = A — Ag — Aje™h
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Conclusions :

» si det(A(X)) # 0, la solution existe, est unique et dépend
continiment de ¢ € C, c-a-d. X € p(A)

» si det(A(X)) =0, il n'existe pas d'inverse, c-a-d. \ est
dans le spectre ponctuel de A.

Walton & Marshall : cas

Introduction

Représentation
semi-groupe

Propriété
Les valeurs propres sont les racines caractéristiques du systeme.
Les fonctions propres sont de la forme ¢ () = b
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Espace de fonctions propres généralisées :

By = | ker(AT — A)*  pour X € o(A)

Walton & Marshall : cas
k>1

général

Algorithme (division par
élément unitaire)

Algorithme (identité de
Bézout)

Approche
fonctionnelle

Introduction

Représentation
semi-groupe
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Espace de fonctions propres généralisées :

E\ = U ker(A — A)*  pour \ € o (A)
k>1

— dim Ey = dy < 0o et 3ny, t.q. By = ker(\] — A)™

Annexes
Walton & Marshall : cas
général

Algorithme (division par
élément unitaire)

Algorithme (identité de
Bézout)

Approche
fonctionnelle

Introduction

Représentation
semi-groupe
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Espace de fonctions propres généralisées :

E\ = U ker(A — A)*  pour \ € o (A)
k>1

— dim Ey = dy < 0o et 3ny, t.q. By = ker(\] — A)™

C = E\ @ Ran(A] — A)™, avec E), Ran(A — A)™ invariants
par T'(t)
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Espace de fonctions propres généralisées :

E\ = U ker(A — A)*  pour \ € o (A)

k>1

alton & Marshall : cas

— dim Ey 2 dy < oo et Iny, t.q. By = ker(A] — A)™

C = E\ ® Ran(\] — A)™, avec E\, Ran(\ — A)™ invariants
par T'(t)

Soit ¢y = [¢}, .. .,gof*] base de F)
AE) C E\x = Apy = ¢ M)y pour M)y € Chxdx ayec
AN — My)™ =0=

PA(0) = pr(0) M0
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Soit A 2 {\ € c(A):Re(\) > —}

On pose

C. =EPE.,

AEA

Dp = [Pr,s...,Pry] (base de Cy)

pour Ay = diag(My,, ..

'7M)\1)7 on a .A(I)A = (I)AAA
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Soit A 2 {\ € c(A):Re(\) > —}

On pose
C+ - @ E)\a
AEA

Dp = [Pr,s...,Pry] (base de Cy)

pour Ay = diag(My,, ..., My,), on a Ay = $pAp
Décomposition de Hale :

C=C.a®C_

avec C, et C_ invariants par A.

p=pr+p-
Calcul de ¢4 la projection de ¢ sur C4 ?
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Forme bilinéaire :

Walton & Marshall : cas

<o =97 /w (s + W) Aro(s) ds

avec p € C,9 € C* = C([0, h],R™)

Introduction

= opérateur “adjoint” A* Représenttion

semi-groupe

A*h = —'(s) pour s € (0, A]
0= { AFy(0) + Afyp(h) pour s =0

correspondant 3 §(7) = —Al'y(r) — AL y(r + h)
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Propriétés :
> <Y, Ap >= < A% >
» M@&mes valeurs propres que A

» Fonctions propres de A* de la forme e™*%, X € o(A)
¥ € Ran(\ — A)* & (a,1)) = 0,Va € Ker(A — A*)F
il existe une base de C% : Wx = [thy,,...,¥x,] 7T ta. e
(Wa, @p) £ {< iy >} =1 o
p=pt+p7, gt eCt, p-eC™
e = b, avec b = (Up, @)
(Tp,p-) =0

\4

v
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(S) @(t) = Aoa(t) + Aya(t — h) + Bu(t)

Si x; solution de (S), alors

alton & Marshall : cas

= x) +af, avecx} €CT xt €C

z} = ®pz(t), avec z(t) = (Uy, z)

avec z(t) vérifiant :
2(t) = Anz(t) + WA (0) Bu(t)
Syst. commandable si

rank [ s/ — A(e‘hs)‘ Bl =n, VseA

( Bhat & Koivo, 76)
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Lien avec concept de commandabilité :
(S) est y— stabilisable pour tout 7 ssi

rank [SI — Ae™h®)

= commandabilité spectrale

B]:n, Vs e C

Walton & Marshall : cas

Algorithme (identité de
Bézout)

Introduction

Représentation
semi-groupe
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Exemple

i(t) = —Fx(t — 1) + u(t)
But : déplacer les pbles +j7/2.
Base de C4 : @ = [¢1, ¢2], avec
¢1(0) = sin 50, ¢2(0) = cos 50
équation “adjointe” : () = Sy(t +1)
Base simple : ¢{(s) =sin §s, ¥3(s) = cos §s
Forme bilinéaire :

(¥, ) = T (0)p(0) — /2 [°, ¥ T (0 + 1)¢(6) df

== 0
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Calcul de W = [y, 1o] 7 t.q. (U*, &) =1 :

T o= (U010 =
Yi(s) = Oé(SngS—i-gcosgs),
Pa(s) = a(—gsings—i-cosgs)

avec a = 8/(4 + 72). Projection du systéme :

avec
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