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[ Longueur

7717 Masse

g Angle
g Gravité

%ﬂ(t) =4

{

NB :

1 Couple moteur

K
dt

fnf—!—m)x—l—mf@cos@ m39281n6'—F
J—i—m.-f 19—|—m.-fa:cosl9—-m-g.-fsm6':0.

1 .
=3 (M+m)s? +(J + m12)9 + mi&t cos(f) — mglcos(8)

M+m mlcozf

milcos@ J-+mi2 inversible V8 —

E(6) = [

L=6—¢,
-2
= im0 —mgl(1 — cosh)

()5
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Monocycle simplifié : entrées = vitesses (pas d’inertie), pas de glissement...
(modéle cinématique, pas modéle dynamique)

u;=1/2(v;+v,)
Uy=1/2(V; —Vy)

Uy —
/ r1 = u1Sing,
1 :i:2=u1cose,_
0 = up. =

Monocycle simplifié (modéle cinématique, entrées = vitesses)
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[y cof0+ )
%zulsinqﬁ,
£,

/

Tricycle (simplifié)

u

( jjl — T T — K Lo +1 1 xo Vitesse angulaire (armature)
‘! l L xa Position angulaire
. B K v flux inducteur (stator)
T2 = —7 Ly =71V 4 tension rotorique (armature)
K gain moteur («fem/vitesse»)
\ T3 — T J. B ie_rtie, fot. har_e
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.
p, 4 _

L. —2 =
Cem —

vg — Rig +nlywig,

vy — Rig — nlgawiy — nmi,w,

n(Lg— Lg)iaiy + nmiyi, + K sin(nd),

- Ocharge-

Controle de levitation magnétique (palier)

L

Modele non affine en la commande (non-linéarité de commande en #2? )

Programme PAT PROCOPE (Allemagne)
sujet de MR ? Selon candidats...

B inrIA

2
~

.. Abstand Werlazeug vorderes Lager
Abstand der Lager
.. Lange Wearkzeughalter
.. Verschiebung infolge Durchbiegung bzw. Abdrangung
Geawchiskraf

e
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echellesi: de I’enseignement vers le laboe vers I'industrie...

ensemble — dddt= ax - cxy (abecd>0)
dyldt = - by + dzy
NB : Volterra avait remarqué que o5 i

(alny —cy) + (blnz — dx

' il HNNTWW““H\H\“ﬂ%%ﬁﬁﬁw\N\“H“‘W“H\I“\H“WWW =
.
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analyse ?

Gazelles :
simu...

(herbe seule)

Lions :

ensemble
%

écoulements dans I'atmosphére) [Ze5ielaia e G

e e e eI

2 — x—y — sz Attracteur de Lorentz
=10,

r=26, 3 Attracteur
b—8/3.

b

r T T T T T T T T T T

.Ei,!l. opontsd t- 16 a points b 1= 32 o points & 1= 12

Special credit:
W. Perruquetti
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ans sa totalité.
La permanence d'une méme structuration & différentes échelles signe un objet fractal.

» Section de Poincaré d'un attracteur étrange v Agrandissement du détail

e ., pdrﬂ-’“ﬂ_’::b-m
A et o

-

Valeurs d'adhérence T, , -
— « arbre de Feigenbaum »

(click me...)

f facteur de fécondité,

T ressources nutritives
(oh, click me again.) Z(M+1) = fraz(n
r=r(x)=k{ -2

d'apres le nom du physicien américain,
Mitchell J. Feigenbaum
travaux des années 1970

aterministes

Rem.: systémes d
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Un ptit dernier ?

Fudd I/

moteur embarqué
(satellite)

angle mesuré z(t)

ligne de com.
> retard h/2

commande
transmise &(¢-h/2)

feedback distant :
u(t) = ke(t — h/2) = —kxz(t — h)

ligne de com.

angle transmis z(t-h/2) > retard h/2

Paris-LA h/2 ~ 50 103sec (15 106m) :
& -C  h/2~128sec(0410%m) | #(t) + ka(t —h) =0

| 5 -3 h/2~260a1260 sec... E @ . ]

10
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:‘i’zx(t) =z = f(z,t), t€T, € X.

intervalles de R | et de R"_T
.
|
xistence d'une solution : si fest continue en ¢t et
Lipschitzienne en x (c.ad. 3k, vt, [[f(t,x;) = f(t.x,) [l < klIx;= X, (1),
alors il existe une solution unique, continue et dérivable :

z(t) = ¢(t, 10, 20), $(t0,t0,%g) = Zo.

ze : (L, g, Te) = Te, Vi
F(ze, ) =0, VEET.

dlx, =0

oui, mais prouvez-le...

11
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x| .

dt R it 1 2 3 4
?,//if/ 14 t

;1:(0) =0 e
i &
/

Essayer /es solutions, € > O :

e € Rydé. :R-oR,

0 si tg—e<t<tgte
2
t - ()= e to+e<t

_ 2 .
,KLLILEL ai t<tg— ¢

z= f(z,t) z = A(t)z + b(t)

D
Non linéaire, Non autonome Linéaire, Non autonome

) )

z = f(z) -~ &=Az+b

Non linéaire, Autonome Linéaire, Autonome

12
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Flot @gassocié a % = g(aj), teT, v€Xetg€eC™
< (g est aﬂa/yf/'c]l}:e_)j
Définition : Proprictés:
(I)Z D X — A, To — be](:vg) est analytique(C™)
xo —o(t; 0, x0). ‘I’f; o CI); — (I)Z+s7
(#(t; 0, z0) = la solution) 0
#(5;0, 20) ) = Id.

O (o) = D7 (x0),
@gotq)g_lt = Id,
1t — Pt
(®,) =0, =90

q)gl o @22 + @;2 o @gl

cas linéaire :

eAteBS 7é GBseAt (sauf cas part. AB = BA)

= on va définir le « commutateur » des flots, ou

ocner ae Z (] (J

Outils pour le non-linéaire
Tronc Commun MR AG2i - 2009
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f:X— X, g:X—>X, [f,g : X— X
0

we* dg(z) = Ghi(t) = 3 f()

X
Sex\‘w\“z d _— t) =
oo 4 (=) = gLe() = %g(ﬂf)
On va voir que le crochet de Lie s'interpréte par la
différence de parcours infinitésimal, depuis z :
1- suivant la dynamique = = f(x) puis & = g(x)
2- suivant la dynamique & = g(x) puis = = f(x)

T = g1u1 + gauo
u,u2 € R

Suite de commandes « aller-retour »

te[0, TIT— u, =41, us=0
c [ T,QT[_> uy =0, uy =+ 1 .’E(4’I’,O,£L’Q)_; ............

te 21,37 — wu,=—1, up=0 xo+ Tz{gl,gg] (z0) H o(T®)

o

teBLAT — u; =0, wpg=—1) T

0 0
[91792] :a_gigl 62;92

proof?
wait a mnl Y

14
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giui + gau2 (91,92 = §291— 52 95
ui,u2 € R [gl,gz]—0b1+0b2—0
T = biuy + baus
g1="b x(4T;0,z0) = X0
g2 = bo

2 Outils mathématiques : crochet de Lie (suite)
7= x0+ Tko +2250 + O(TZ)

&= g1(z)
vr= 20+ Tg1(w0) + 7 890 v 91(z)+ o(T%) & =ga1(z) = s = o (=)
2o = w1+ Tga(ary) + 522 ga(ary) + o(T%) z .= g2(2)

o=+ A= g(=)+§m+o(=1
= @0+ Tg1(x0) + 52 91(x0) + Toa(wo) + T* 22 g1(w )+ T 52 g2(w0)+ o(T°

$2T=$0+T(91+92)+T;?9i19 +€2(?9129 + T2 %2 g, +o(T°)

zar = Tar — Tg1(w21) + 5 42 g1(wor) + o(T%) T =— gl(x)
= 2o+ T(¢gl + g2)+ WG g T g, 1 72202, T T T (g1t 92) 1+ 5 g4
= 20+ Tgo + 55292+ T %291 — T*%2 g2 + o(T°) +o(T%)
T4T = T3r — Tg2(fb‘3T)+ o az 92 go(x37) 4 0(T?) T=— 92(33)
= oo+ T+ 5 0+ T 5201~ T %90 - o — T° 520> + T 20> +0(T")

=

@.@ C>|:> zar = zo + T2(9Rg1 — 3g0) + o(T?) cQFD)

Outils pour le non-linéaire
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Propriétés de

2. Anticommutative : [f, g] = = [g, f]

3. Identité de Jacobi : [f! [g! h]] + [h! [f! g]] + [gs [h! f]] =0

Juste pour I'exemple.. [f, 9] = g—gf — %g

16
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Encore un p'tit, pour la route ?

A1T92x3 bl
T = A2X1T3 + bg

a3T1T9

’(H) : a1b%7éa2bﬂ

a1boxs
azb1x3

[f’g]=_( ), [[fag]7g]:
ag(bizs + bowy)

[[f)gl] 79] =

= det {g, 91, [[f, 1] . g1} 70 [= Fu(t)...]

Jsws(t

]:1@1 1) = wiw2(gs —
Joawa(t) = wiws(gs —

= wwl

J1—

w : vitesses angulaires,

J = diag(j1, j2, j3) : matrice d'inertie.

(42 — 43)is

253

j3§ + uq

J1 iu@ - i

J2

Lt 451

= (3 —J1)i1
(G2 — 33)31 = (Gz — j1)d=2
2j132 = 33(41 + 32)

[f, 9] =
) u= f(z)+ g(z)u (u € R)

(

Outils pour le non-linéaire
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0

0 =g
2a3blb2

2a 1a3b 1b5
2a2agb%b2 .
0

1"

? . . ’
"1 Satellite sous-actionné wm

17
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Y

est stable si

Ve > 0, Vi, 35(8,t0),
|2~ x|l <= [|d(tito, x0) — || <€ VE> 1

Il est (globalement) attractif si lim ¢(t;tg, o) = x.

Outils pour le non-linéaire
Tronc Commun MR AG2i - 2009

Y

est localement attractif si

\VICE() € Da (Da voisinage de CL’e)

exponentiellement stable (localement si p < + 00 ) si

lim ¢(t;to, x0) = T

t——+00

18
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exponentiellement stable (localement) si ... efc.

positivement invariant si

Vao € A, qb(t, to, w()) c A Vt>t

attractif

19
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attractif

B E

(simu) (CT auto)

.. et sans simulation ? | typo
- étudier : poly

Exemple 1:

— oM L M

“[ Carnivores

Exemple 2 :
Equation... de I'herbe ? dx/dt = x(1- x) g

20
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To=—x1+2ux, —

(1> 0)

()51 instable, non attractif,

globalement asympt. stable,

localement asympt. stable.

F={®:R"-R", (u—Ky)' (u—Ky) <0}j

Définition
Le systéme (1) est absolument stable si, pour tout

gain @ de la famille F,

21
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£(t) = f(z,5)

Outils pour le non-linéaire
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Définition | Le systéme (2) est BIBO-stable si, pour toute entrée u bornée,
la sortie y reste bornée :[|u(Z)|| < co Vi =¥, |[y(£)] < oo.

Cas linéaire :

@ = Az + Bu

Pour A, B, C des matrices constantes bornées,

() = f(z,v)

Et en non linéaire ? Pas toujours !

@ | E=—z+ @ +22%u
y==

z(t) =2+ 2

Exemple : (E. Sontag)

22
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Systémes en temps continu

= detd#0 =Jz., To=—A"'D

dx. si b#£Ac, ce R"

det (sI — A)

vérifie Routh-Hurwitz

N

ar |ll12| >0...
Sympf stable pour lan| az ’
T /

{a

colonne

23
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p(z) = det (2] — A)l
q(w) - (1 ) p(ﬂ (I A* ) Kotelianskii

vérifie Routh- HUf'le 1L.an(I—A%) <0

1 —ay <0, ete.
asympt. s'rable pour
A

Max{ > aj

colonne

T = f(x,t,u(t)), x € R", ue R™.

2) La simulation ? .
t=f(zx), Az < flz) < Ax

3) La linéarisation ?

25
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Contre-exemple (Pliss, 1956)
fle) =

:U+f(y+y):0a f(€):

nonlinear is
kharacho*..

» lére méthode de Lyapuhov
. équivalences linéaires locales
» 2éme méthode de Lyapunov

» Méthodes de comparaison

icien et ien russe, bre de I'’Académie des scif
Aprés des études a l'uni ité de Saint-F il est assi:

puis

£
e(e+1)

676

1+e°

26
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3. Stabilité : 1ere méthode de Lyapunov

== Agr+q(x)| L)

A() = [%c] o (jacobienne en 0)

lImZL =0 @@) negli
= @ négligeable en 0)
z—0

2 = Ayz

Y,

(linéarisé en 0)

ler Théoréme de Lyapunov :

erl — 17

o — 93— 1 {”360 =0

z = 0 As. Stable pour (L) —> T = 0 As. Stable pour (NL)
2z =0 TInstable pour (L) —> T = O Instable pour (NL)

Ag=—1, as. stable

A=

+ 1, instable

(L)

27
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Limites de la lérem. L ?

1) Cas critique (A juste stable) non considéré
2) Aspect qualitatif seul : sert a «trier» les pts d'équilibre

3. Stabilité :
uivalence locale a un champ linéaire

- 0i(A) ={A€o(A): Re()) >0} «instable»

Définition : A est asymptotiguement stablessi oi(A) = oc(A) =0 .
A est hyperboligue ssi o.(A) =10 . P
L'équilibre zc de & = f(x)est hyperboligue ssi la jacobienne—z

l'est.
Un équilibre non hyperbolique est dit dégénéreé. Oz |z

Exemple 1

28
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3. Stabilité :
uivalence locale a un champ linéaire

- o0i(A)={ € o(A): Re()) >0} «instable>»

Définition : A est asymptotiguement stable ssi oi(A) = oc(A) =0 .
A est hyperboligue ssi o.(A) =10 . 9

L'équilibre zc de & = f(x)est hyperboligue ssi la Jacoblenne—z

Un équilibre non hyperbolique est dit dégénéreé. Oz lze

I'est.

Exemple 2

R"= E A) & E/(4) © E(4)
engendré par vect. ppes t t t

associés & 0g(A) oc(A) oi(A)

et de dimensions  7lg Ne ni n = Ng+ N¢ + Ny

29
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Structure d'un flot en NON linéaire

Variété stable locale :
Wi(0) = {zo €U: lim z(t;20) =0 et xz(t;x9) €U Vit > 0}

t—+00

Variété instable locale :
W) = {zg e U: lim z(—t;20) =0 et z(— t;x9) € U VE > 0}

t—-+o00

Structure d'un flot en NON linéaire

de Hartman-Grobman : si x = () est un point singulier hyperbolique de fidlorsil
existe un homéomorphisme /1 d'un voisinage I de 0 dansl{ qui transforme chaque
trajectoire de * — f(x) en une orbite de son linéarisé tangent 2 = Az en

{x(t; Ty) = h(eAT(t)zo),

20 = h_l(x()), T(t) fonction croissante.

respectant le sens de parcours (on dit alors que fest topologiquement équivalente & A ) :

( h~'= « redressement » de trajectoires)

30
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Structure d'un flot en NON linéaire

de Hadamard-Perron (ou « de la variété stable ») :
sous les hypotheses précédentes (hyperbolicité), il existe des variétés stable et
instable locales de fp en (), de méme dimension que celles du linéarisé :

dimW'¢(0) = dimE, = ng ,
dimWi°¢(0) = dimE; = n; .

Ces variétés sont tangentes a l'origine * = 0 et ont méme régularité que f
(sif € C>, les variétés W'°C sont continliment différentiables).

Structure d'un flot en NON linéaire

de Kalley (ou « de la variété centre ») : (1967)
Sif est de classe C(g._g.) ef admet O comme point singulier, alors il existe :

1) W¢(0) et W1°°(0)variétés (st/inst) invariantes de classe C' , tangentes a
Es(A) et Ei(A) en 2 = 0, définies de facon unique.

2) VVLOC(O)var'ié‘ré centre invariante, de classe C" !, tangente dE¢(A)en z = 0,
définie de fagon non nécessairement unique.

Théoréme 4 : (toujours le cas non hyperbolique)
de Henry et Carr (réduction d la variété centre) : (1981) SI Wi vide

Si W°(0) # 0, la stabilité asymptotique dex = 0 pour le systéme obtenu par
projection de & = f() sur la variété centre W'°°(0) implique la stabilité
asymptotique dex = () pourt = f(x).

31
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AR | pas de conclusion
Linéariseé : par la lére M.L.

| Variété centre : | VVléc(U) ={x, z,=g(x2)} - trouwerg >
C—) développement en série de Taylor : g(x2) = go + g1z + gz-’l?% + g:ﬂ% + ..
t=>0e W(0) =|go=0
) W(0) tangente a Ecenz = 0 : 2= (9(1'2)) = (21383) =g1=0

T2

Exemple (suite)
IR, pas de conclusion
Sy

| Variété centre : | I/Vléc(()) ={z, 1 =g(zs)}

= 9(T2) = — 23+ 02 +o(xy)
| Dynamique «réduite» a la variété centre : | Ty = :L’zg(:cg) = - a:% + 0(3:3)
S 3 . 1
or Ty = — Iy converge asymptotiquement en -

x = () asymptotiquement stable

(non exponentiellement)

Outils pour le non-linéaire
Tronc Commun MR AG2i - 2009
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Exemple (interprétation)

T1 converge exponentiellement (1 = — x1 + ...)

T2 n'a pas de terme du ler ordre dans son linéarisé

donc 1 converge bien plus vite que T2 . Ensuite,z; = 0 pendant que &
On prend donc ; = () et on obtient : T3 = — a3 ()| &g = — i

asymptotiquement stable
(non exponentiellement)

évolue.

3. Stabilite :
2éme méThOde de L APUNOV (« méthode directe »)
Etudier la convergence de

0— " fillr et (0 ="

sans résoudre cette équation ?

~ Utiliser une « distance » de x(t) & I'équilibrex.,
- pour se ramener & un sysfgme scalaire plus s'imple (syst. de co'mpamison).
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Principe des « fonctions de Lyapunov »

% £z, ).

Principe des « fonctions de Lyapunov »
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3. Stabilité : Théorémes

Notations

Dérivée a droite (au sens de Dini) :
D (v(z(t)) = limsu v(z(t+esto,z0) —v(@(t5to,T0)
e\0+ &

Soit v € C°(Vy,) , avec (% continue p.p., & sauts bornés.

sera aussi

Définitions —
notée U

(roree &)

v(z) définie positive : v(z) >0 Vz € Vs, — {0}, v(0) = 0. LAETIrrver,
... c'est pareil dans

v(x) semi-définie positive : v(z) > 0 Vx € Vy,, v(0) =0. I'autre sens.

3. Stabilité simple : Théoréeme

Théoreme : stabilité simple (Lyapunov, 1892)

L'équilibre * = 0 du systéme (S) est stable s'il existe une fonction v(z, 1)
définie positive dont la dérivée 0(, t) (adroite le cas échéant) le long des traj. (S)
soit semi-définie négative.

Démonstration ?
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3. Stabilité asymptotique : Théoréme

Théoréme : stabilité asymptotique (Lyapunov, 1892)

L'équilibre x = 0 du systeme (S) est asymptotiquement stable s'il existe une
fonctionv(x, t) définie positive dont la dérivée D(x,t) (adroite le cas échéant) le
long des traj. (S) soit définie négative.

{

Démonstration ?

;(f);% — V(2 (t),t) = v(x(to), o) + [} ¥(x(0),0)d) < v(z(t),t0)
, R

3. Stabilité asymptotique globale : Théoreme

Théoréme : stabilité asymptotique globale (Krasovskii, 1954)
L'équilibre x = 0 du systeme (S) est globalement asymptotiquement stable s'il
existe une fonction v(x, t) définie positive, non bornée en rayon, décroissante,
dont la dérivée U(x,t) (adroite le cas échéant) le long de (S) soit définie négative.

= conditions supplémentaires sur v(z,t) :

non bornée en rayon : Vt, lim wv(x,t) = + 00 (tq.v(z) = cte courbe fermée)
[l —o0

décroissante : uniformité de la convergence 1im v(;p’ t) — () par rapportat .

Outils pour le non-linéaire
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3. Stabilité asymptotique exponentielle : Théoreme

Théoréme : stabilité exponentielle (en e™)

L'équilibre x = 0 du systeme (S) est (localement) exponentiellement stable
s'il existe une constante v > 0 et une fonction v(x) définie positive sur Vi,
dont la dérivée U((t)) (a droite le cas échéant) le long de (S) vérifie :

vt} S Saule(t) S vrscalie | S SIR il

Démonstration basée sur principe de comparaison (Ici, cas scalaire. Cas vectoriel, p. 74 : inég. dif.)
z2=g(2) < —az,

y=—ay, } = y(t) = 2(t) Vi = to.

y(to) = yo > z(to) = 2,

3. Stabilité : Fonction de Lyapunov

Définition : fonction candidate, fonction de Lyapunov
Une fonctionv(x) (ouv(z,t) ) définie positive sur Vi, et vérifiant I'un des
théorémes précédents (stabilité simple, asymptotique ou exponentielle,
locale ou globale), sera appelée fonction de Lyapunov pour le systeme (S).
Pour la méme fonction avant test sur le signe de ¥(x) (ou®(z,t) ), nous

parlerons de fonction candidate.
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3. Stabilité : Théoréme d'instabilité

Théoréme : instabilité (Chetaev 1934)

L'équilibre z = 0 du systeme (S) est instable dans les deux cas suivants :

B s'il existe v(x) définie en signe dont la dérivée ¥ soit définie de méme signe ;
B s'il existe v(z) indéfinie en signe dont la dérivée © soit définie en signe.

Démonstration : B premier cas évident (v > 0, 0 > 0... )
B) deuxiéme cas plus amusant (v, v > 0)
1

Ve >0, 37, S0nd

3. Stabilité : principe d'invariance de LaSalle

Théoreme : principe d'invariance (LaSalle)

Soit v(x) définie positive (v(0) =0, wv(x) > 0)
non bornée enrayon ( lim wv(z) =+ o0 )
dérivable ( CD. [ e

Alors une CS de stabilité asymptotique globale
de x = 0 est que:
)9 <0 Vee R”
2) 1')(517 (t)) = 0 ne peut se produire sur une
trajectoire autre que x(t) = 0 .
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3. Stabilité locale : domaine d'attraction

(systeme mécanique a frottement non linéaire)

j+9(a+by?)+y=0

=gl = =i =[5 —tom] [f]- 40

Points d'équilibre ? == detA(z)#0 = 3z, =0

Stabilité ? =) 1ere mL. ==p A(0) = 01 1
— —a

==) As. stable pour @ > 0.

@3>0, 520 = Stab.gobale

,.a“'>:(_‘); b<0 ﬂ':,{'_j:'?- A

_ 3. Stabilité locale : domaine d'attraction (suite) \

a > Q, b <-w.0"‘ t?ouver '-Do' un eh?emblerde‘ CI. égsuranf-'la 'tonve_}:gence dzs'solut}gns ?

Di<o ./_’

= {:Jc € R", v(x ) < cte} C D<o
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3. Stabilité locale : Théoréme d'estimation du domaine d'attraction

Théoréme : estimation du domaine de stab. asymptotique

Soit v(z) une fonction de Lyapunov locale sur Vp,, , et
Di}<0 = {z e R", 9(z) = grad’v f(z,t) <0 Vi€ R} -

soit« Dy = {3 € R"?, u(z) <ol C D;p
ol v > O est la plus grande constante permettant l'inclusion.

Alors Dy est une estimation du domaine de stabilité asympt.
dex =0, cest-d-dire : Vxg € Dy, lim xz(t;t0,z0) = 0.

t—-+o00
De plus, Dy, est positivement invariant, c'est-d-dire :

Vxg € Dy, {B(t;to, xo)G i T Sk

3. Stabilité : fonctions candidates

Recherche de fonctions de Lyapunov

$

fonctions « candidates »
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3. Stabilité : fonctions candidates quadratiques

Fonctions candidates quadratiques

v = &'Px + TPz = 27(ATP+ PA)x
ENCRANEN IR — — C(z,t) <? C <0

—

3. Stabilité : fonctions candidates Holder 2

Norme de Holder 2 (euclidienne)

@:%Z;}T)x m AL+ A <07

Cas particuliers : A (x,t

= A(x,t)" =) conditions du linéaire
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n

i=1

3>

J

0= Y &; signx;

Outils pour le non-linéaire
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n
o(@) = 3 |z
1=1

3. Stabilité : fonctions candidates Holder 1

‘ Norme de Holder 1 (de la somme)

n n
= > > a; x; signa;
=1 j=1

[ajjlel +§|az’j| |$z‘|] Az, t) = [ @i
i#]

Max des sommes en colonnes

< max
i

< max
i

’U(l'> = Inax T[l

3. Stabilité : fonctions candidates de Holder o0

‘ Norme de Holder 00 (du max)

— cte

1=1,...n

o(x) = &;, signe;, = ) ai,,; v;sign;,

J
[aii 25| 4+ > |asj] |21

i ] A(z,t)

laii +>) |aij|J max |z;|
(i i

Max des sommes

27)
L]

| ai ||
A
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3. Stabilité : exemple

v(r) = max |z
1=1,...n

3. Stabilité : exemple
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3. Inégalités différentielles

i = f(t,2)
solution :

2(t; o, 20)

z < f(t,x)

solution :

x(t7 t07 xO)

Contraintes (C.N.) : reR"= z€e R"
zo < 20
Utilisation : Si z(t) > 0 (Vt) et si(2) converge vers 0,

(principe de comparaison)

alors x(t) converge aussi vers 0.

3. Inégalités différentielles

vée de Lie (a droite) :

2+-sint

Exemple: r=— Wx
D*|z(t)| = D* [z signz] = Lsignz = —%ﬂaﬂ < — |z

= Dt|z|< —|z|] mémeenz =0 (val.abs. dérivable a droite)

... il reste @ montrer :

%2 = — Z converge vers 0 = |x| aussi?
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3. Inégalités différentielles

Fonction qu
la fonctionf: 7x X — X C R™, (t,x)—f(t,x) est QUND en T si:

VteT, V(z,2') e Xx X, Vie{l,..,n},
(@ < o) er(wi = 2l) > [y (6,2) < fi(t).

nl<[#]  [A@]-[HE)
W= i | =>| ) |<| filz)
T < x/ f {x\ o el

—_ n J N\ | J N\ )

Exemples : (cas linéaire) f(2) = Mx QMND < m;; > 0 Vi)
(cas NLstat) f() QMND (local™en 0)<> [21] — QMND

Définition : M est une « -M matrice » (lopposée d'une matrice
de Metzler) si elle est Hurwitz et si Mx est QMND.

3. Inégalités différentielles

Lemme (de WaZzewski-Kamke-Lakshmikantham-Leela) :
Supposons que f :

- vérifie les conditions d'existence et unicité de solution pour (2) ;
- est quasi-monotone non décroissante en .

Alors, les solutions de (1) avec xy < z( vérifient :

x(t;to, 0) < 2(t; to, 20).
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3. Inégalités différentielles

il o g
p(x) = |$Z| ]\4é sup A*(t, :IZ) A¥(x,t) = || Qg I I
Iwnl (?erﬁﬁ%fme) || ||

Dp(x) < Mp(z)

) Théoréme 1:Si M est de Hurwitz, alors £ =0 est
glob. exponentiellement stable pour (1).

3. Inégalités différentielles

I e ) A 'rialar'e (or'es, ex:
T=Tit-zieRY V(@) = |vi@i) | 5 echnin) s
Zp vp(xp)| vilz) =0 ;=0
vi(zi + yi) < vi(wi)
+ vi(ys)

D*V(z) < g(V(x)), g(z.) =0, z.> 0.

= Théoréme 2 : Sig(z)est QMND, si D{ est une estim. du d.s.a.
. (dom. de stab. asympt.) de Z¢ contenant O, alors :

L 2= g(2) A= {x, V(z) < z.} estunens. attractif et

ﬂ)_o\ Zeﬁ Dy = {x, V(z) € D{} est une estim. de son d.s.a.

Outils pour le non-linéaire
Tronc Commun MR AG2i - 2009
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3. Stabilité absolue

u=®(y,t). o — ] Y

F={®:R"—R", (u—Kly)T(u—Kgy).< 0} j

Définition

3. Stabilité absolue : théoréme du cercle
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3. Stabilité absolue : théoréme de Popov

3. Stabilité absolue : exemple
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- Introduction

Systemes « linéaires en la commande »
= f(z) + G(x)u, )
re R", ue R™

49



©

Jean-Pierre Richard, Ecole Centrale de Lille
jean-pierre.richard@ec-lille.fr

Outils pour le non-linéaire
Tronc Commun MR AG2i - 2009

* Rappel du Linéaire

x € R",

notations: C(4 ) = |B, AB, A*B, ..., A" B|

u € R™

Théoréme (cas linéaire, stationnaire, sans retard)

«Lapaire (A, B) est commandable » équivaut &:

1) C(A,B) est de rang plein (Kalman)

2) Wc(t) est inversible pour au moins un temps t >0

3) le systeme peut se mettre sous forme compagne de commandabilité
(forme de Luenberger) par changement de base (régulier)

4) Vs € C, Rang[B,sI — A] =n (Hautus-Popov)
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+ Commandabilité a partir du linéarisé

(2., uc) équilibre (c.ad. f(z,) + G(xe)ue =0).

Linéarisé : & = Ax + Bu , (autour de cet équilibre)

avec A= Jf(xe) + Ha B = G(x6)7

Théoréme:
Si le systéme linéarisé est commandable alors le systéme
non linéaire est «localement commandable» au sens suivant :

Vt; > 0, Ve > 0, I'ensemble des points atteignables en
un temps Ty partant de . avec des entrées admissibles
vérifiant ||u — ueH < € contient un voisinage de T .

Au(t) W7
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[ Preuve |Resultat du lingaire : 7 points 2 = (0,...,1,...,07 (14la ™ place), (L3) &lant

comrandable on peut treuver e fonctions o (#) qui amdnent les irajectoires issues de origine en chacun des w points #*
el ce en un temp domné ¢y, Ainei, partant de lorigine la commande

e = Egu", (1.4)
i=1
amene la frajectoire au point
2le) = f Fexplale— 1B (Z g‘u‘(r)) dr=c (1.5
o i=1

Fow & > 0 donng, on peut trouver un § = 0 tel que [|€]] < & e [lo|| <. En notant =(#,£) la sclution de (1.1) avec
o = wu, +u démarant de @, il suffit de monter que £ — 2(f; £) est un diffecmer phisme loeal an vesinage de £ = 0. Four

cela il duffit de monter que la matrice M(#) = ga_?ﬂ L‘ . est inversible pour £ = ¢ l(Théoréme de la fonction imp].icme).]

Or
fied
FUD _ pla(a6) + QN +vatt),
en différenciant par rappert 4 £, cn obtient
Mif) = % oo Mig) + Clzls e = 0wt v™) 4+ (3—9: - Mz, % - M(t)) e

AME) + B!, w™), M(D) =0,

done

Mitsh = f; fexp(A(t— NE, (e = (2 S = I

Exemple § Bille sir vn rail o (cf section modélisaiion) [e sysitme d'Squations d'Euler-Lagrange .

M‘/ %(%)—g—;+g—§ = D. (1.6)
Q A T (mr® + 7 + Zenrif + mgrces(f) = 1.7

0 couple =
. . .2
u(t) mf +mgein(f) —mrd = 0 (1.8}
Lingarise (squilibre n=r = =8 = 4§ = 0]
[mr? + 799 + mgroca(d) = w, (1.9
Figl = D (1.10)

En posant & = ( roFf d )T on obient

o1 0 0 0
I R R R 0
== o0 o o0 1|%Ft| o |™ (113)
=& g o @ 1
Ce qui donne
(D oo —-3\1 . .
c(4,B)= | E 50 inversible
10 0 o = loc. com.
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Exemple 6 Cuve cheanffanie

1 = h hauteur d'eau (3 «fuite») _dh

Ty = 6, température = = Sg“"/’_*u (112)
u = Q, depiT alim. df, _ B -GQepdf, —4.) (1.13)
uy = P, puissance chauffe de Shpe

En notent x1 = h la premiére sorfie, xg = 8, la seconds, vy = (. [ premidre entrde ef vy = 5, la seconde on obfient

iy 1

= gl
dyga  _ wa — wpalys —da)
dt Speyt

Pour un régime nomingl (Jun = 208/mn kb, = 0.6m 8, = 50°C, avec valeur numérigue suivanie 8, = 20°C 5 =
la= V—ao,g—glf[m * mn) le modéle lndarisé est

& = Ar+EBu

-5 0 1 o
4 = AR Y- R +  (loc. commandable)

1500
z C (m°0)uC (m®fs W)

FEPFTLE

... paire

non com. !
(alors, comment font-ils ?)

i

Il

=

ta

Il
oo
Ll

(1,0),t € [0,¢]
(07 1)7 te [57 25[
,1 € [2¢, 3¢]

,1 € [3g, 4¢]
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= xz(ty) —:cg—l—BfO uy (T

z(2t)

= X si

t
(I)Bu

'LL1:

ce qui revient a Bu

_@8

T)dT

’

_xo-i-BfO u1 dT-l—Bthf

T)dT

i, NL: @) o ®; £D> o ®

g1 = (Sin(ﬁ),co&(ﬁ),oy—,gg = (O’O’ ]')T

2o +egi(zo) + 5 gifzn) + ofs™),

() +egalzle)) + e

2a

1 i
3 () arteoroteh)

#(2e) — eg(2(2e)) + %sa (%) -

1 3g

#(%e) — egalm(Be)) + %sa (%) =

= [Td+6%lg,gil) (wo) +els)

ai) aalals)) + ofe?)
a=ole)

= @ te(glza) + galeo)) +et (E) g1lza) + 2:(

i
S

3 () siteor=s (91(10) ve(G) (o) +Q:(xo))) +ols)

= @ +egilwo) +e (% (%)Fmgz(%) + (%)W=wngl(x0) - [

= wtelaed +nl) 4o () e+

2a1
™ ) _ gilwo)

slz(2e)) + o)
(2]

= tegled) 4 (5 (g)mgz(xu)+Ig1.gzl(zu)) ofs)

gal@(3e)) + o)
{31

- zo+sgz(xo)+s=((%) . 9:(%)‘*’[91.92](%)) —s(gztxom(

LY
%

)mzmngltxo)

t t
O —
(I)Bu B(u,+u2)
Tin x10 + sin(ﬂn)t
@ | > | @man Foos(fol |,
fa [

@1
@30
y

) . g:(xu)) +ofe?)

M)
£ —
ey

2

on constate que tout se passe comme si pendant ce petit intervalle de temps le
gyetlime avait &1 sownie & une équation différentielle du type & = [g1, ga|(2).

L0
T20
g+t

)

szzo)) +ofe®)
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4 Commandabilité en Non-Linéaire :

définitions

Définition : l'ensemble .A}(x,) des états atteignables
depuis z, enun temps T dans ) un voisinage de ¥, est

Aj(zo) ={ =,€ R": 3u € Uaagm
z(t;0, o, Upq) =V Vi€ [0,T]

et z(T50,%0,Up1y) = Tp- }

Algébre de Lie : somme f 4 g, produit|f, g] .
{f,91, .-, gm} sous-algébre engendrée par les {fi91, s 9m}.

+ Distribution d'accessibilité
L'algebre d'accessibilité notée .A(f, 1, ...gm) est la plus petite

sous-algébre de champs de vecteurs analytiques définis sur R qui

contienne les champs de vecteurs engendrés par {f, g1y ey gm}

A(f7gl7 gm):{ [hka [hk—17 [ [h27 hl”” )
hje{f,91,.-,gm}t;ji=1,...k;k=0,..00 }
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- Cas mono-entrée

A(f,9) = {h:h=fou (Adf)'g,
pour un k> o (fini ou non)}.
avec  (Ad)g = [f,[f 4]l

(Ad)%g = [f, [f, [f- 9],
(Ad)*g = [f, [f, [..- [f, 9]l s K fois.

4 Commandabilité en Non-Linéaire :
théoremes

Théaréme 12 % dim(Alzg)) = %, alors powr fou! V (volsnage de zg) of fowf T > 0 lensemble des Sfats affeignables
depuds g en un femps T £ T dans V conflent un ouvert non vide de B™ © dans oz oas e systéme (4. 1) est dif localem ent
aocessible depuis g 5 celfe dernidre proprigis esf vrale pour foud g € BY alors le sysidme asf dif localement accessible.

Definitlon 13 Le systéme (4.1) est fortemen? accessible deguis 2o of powr fowt V (votstnage de g) [ensemble des
poinis atfeignables en un fermps donng T depuds confient un ensemble cuvert non vide de B® pour T suffisament pefif.

Définition 14 L ‘algébre d'aceessibilitd forte notde AT (g1, . gw)) 28t la plus petide sous-alygbre de Ualgsbre de Die
des champs de vecleurs analytiques difinis sur B® qui contienne les champs de vecteurs {g1,. .. | Gw ; €f qui soif invariante
par f o clest-d-dive Wh € AF(gt, . Gl [FR] € AF (91, .. Q). I distribufion d'accessibiltis forte esi la distribuiton
engendrée par AF (91 ... Qo)

AF(z) =vect{h(z) h € AF(g,. .. gm )}z ER”, [4.25)

Théardme 15 Sidim(AF(z.)) = n, alors le systéme ot dif fortem ent accessible depuds 2y . 5i ceffe demidre proprisié
est vrwie pour fout 2o CR™ alors le systéme est ot forternent aoogssible.

Théorgme 1T % f = 0 {systéme sans ferme de dérive) ou ot flz) € vect{g1(=), .. gm(z)} Yo e B o dim{A(z)) =
%Wz ER™ = le sysiéme est commandable.

56



©

Jean-Pierre Richard, Ecole Centrale de Lille
jean-pierre.richard@ec-lille.fr

Exemple 1: retour sur le monocycle...

day .

@ o cos(6)
dws o1, g2] =

i cos(B)ug, 0

@

a "

cos(f)  sin(f) O
([91792}791792) = - Sln(@) COS(G) 0 )
0 0 1

(monocycle)

= dim (vect {[g1, -] , 91, 9-}) = 3.

fii(t) = wawalja — J3) + Z(bi)luéa
=1

Jawelt) = wiws(gz — 1)+ Z(bi)Quéa
=1

waw1(j1 — J2) + Z(bz)Suz
=1

Faws(t)

m propulseurs par jets U;. —> commandable ?
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2 palr'CS de JeTS . bl = (1= 0: O)TabQ = (Oa 150)T

o) — s =) o)
a1, 1) Oes dije g J17s )
— (w (d2 — Ja) v (d1— d2) 7
[92, f] (CU) - ( 3 j]jQ 3 0: 1 j2j3 )
lg2: [g1, []](w) = [g1, [g2, f]}(w)

(1 —d2) 7
[QQ: [glafﬂ(w) (0?0: j]j2j3 )

—> Fortement accessible

Théoréme 20 & dim{A(z)) = & < n, alors i exisie V (voisinage de o) ef un sysiéme de coordonndes locales permet-
fand de difinir une sovs-varigig de dimension & felle que [ resiricion du sysidme & ceffe sous-vari8ig soff localem ent
aceessible depuis 2q. Dans des coordonges locales le sysiéme peut se meiire sous la forme

B o= N2+ Gz
i o= (4,

2= (g, .z
2 = (zh+ll' )

clest-d-dire gu il existe une diffformorphisme local {2 = diz)) powr lequel les frajectoires vérifient le systéme précdent.
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