6) Equations Difféerentielles Fonctionnelles :

cas particulier des

systemes a retards




Modeles de type Strej¢-Broida pour la commande industrielle
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Retard : exemple classique

= usage frequent en génie des procedes

= approximation simple et genérique

= commande PID ? ... marchemalsiT >T
= prédicteur de Smith ou « GPID »
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Retard : autre exemple classique

... un grand classique des TP d’automatique (Feedback)




Retard : un exemple un peu plus récent...

PhD H.J. Estrada-Garcia 2008 (+Moog, Marquez-Martinez)

ECP 505 NanTEes, FRAMCE

© Estrada-Garcia 2008

ECPE0E ENgEMADA. MEXNIQUE.

Sinchronisation avec retard IRCCyN - CICESE
T " T

15
Temps (3)

But : synchronisation d’'un pendule
esclave (Nantes) sur un pendule maitre
(Ensenada).

y'ef supposée connue par les deux.

Stratégie-
buffers a 300ms =
2) commar g écart m/e régi par :

- commande causale

G Synchronisation: IRCCyM - CICESE
; I I

TeEmps (5)



Retard : un exemple en cours

PhD en cours (Feingesicht + Polyakov, Kerhervé, Richard + IEMN, LML, Onera, etc.)
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Bilinear, Delayed : vous trouvez ¢ca compliqué ?

1 ‘ 2
_\"(t):?(—.\'(I)—i(a;_\‘(t—f,-T)) i (byju(t —yT))- i u(t—mT)) (r—t,T)))

versus

Navier-Stokes Equations  reeca

" _ Research
3 - dimensional - unsteady Center

_ _ Time: t Pressure: p Heat Flux: q
Coordinates: (x,y,2) Density:p  Stress: 1 Reynolds Number: Re

Velocity Components: (uv,w)  Total Energy: Et Prandtl Number: Pr
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A pretty old topic?

» applied topic, ok
» already old one, sure (2 centuries)
* but contemporary, as well?




Much a do about delay ?

/\ A retard e 2
/ t

probleme appliqué (iblio : cf. Niculescu 2001, Richard 2003, Fridman 2014)

(ingénierie, télécom., temps réel, aéronautique, biologie, populations, etc.)

. —

-
T

. : L
probleme toujours ouvert dans de nombreux cas A
(bouclage, retards variables, retards inconnus, identification, etc.) r

probléme de dim. infinie «le plus simple»
(équations fonctionnelles = cas particulier des EDP )

probleme a surprises
(dégradation/amélioration par ajout de retard, modéle d’échantillonnage, etc.)




Plan de la partie SaR

Particularités des SaR

motivations

1er exemple (télé-op.) = notions de base (stabilité, état, dimension infinie)
- 2¢me exemple : retard variable > contre-exemple

- 3eme exemple : échantillonnage asynchrone - intérét

Géneéralités mathématiques

- classification (et exemples)

- probleme de Cauchy

- stabilite

- formalismes (modeles)

- commande (+ commandabilité) et prédiction
- petite bibliographie




Particularités




Un exemple simple

angle voulu ecart : moteur ,
= tension u g angle mesuré x
z=0 €E=0-x k.
+ > >
A

feedback :
2(t) = ku(t) = —kz(t)




Exemple simple suite)

moteur embarqué
(satellite)

angle voulu :
J angle mesuré x(t)

ligne de com. T S
> retard h/2 L

commande
transmise €(t-h/2)

feedback distant :

u(t) = ke(t — h/2) = —kx(t — h)

ligne de com.

angle transmis z(t-h/2) > retard h/2

aris- h/2 ~ 50103 15 108m
i =2 (8} 4 EalE —B) =0

&5 -C  h/2=~1.28sec (0.4 10%m) "~
S -3 h/2~2604a1260 sec... E @ F




/ Exemple Slmple (suite)

z(t) +x(t—h) =0 @ (cash=1, k=1)

z(t) = —x(t — 1) L
ClLt=0 :2z(t=0)=177?

te[=1,0]: 2() =1 (C.L) h?

tel0,1]: =z(t)=1-1t,

te1,2]: z(t) = t—l—t 0 \/ N
etc.




/ Exemple Slmple (suite)

z(t) +xz(t—h) =0

1 &

x(t) “|"CL’(t— 1) == ()

a comparer avec (h=0):

z(t) +x(t) =0




/ Exemple Slmple (suite)

#(t) +2(t —h) =0 -

x(t)+$(t—16)—0 2

1100w =T (meme C1) I I A / . |
A |




le retard peut aussi avoir un effet stabilisant

ici, effet de dérivée : y(t—h) = y(t) — hy(t)




o 8
' / Retour a I'exemple simple...

SO} - af — ) =D

() + ot —F) =0

dz(t) = —a(t-35)=0

2(t) = cos t,

#(L) = sin i, 67/

- notion d’ « état» ?

variable ¢(t) générant une solution
unique a partir de l'instant ¢




| / Exemple S|mp|e(swte

IR R

(notation de Shimanov, 1960)

2(t) = f @)t ur), t > to,

x1(0) = x(t + 0), —h <6 <0,
ut(0) = u(t + 0), —h <6 <0,
z(0) = p(0), to —h <0 < to,
- notion d’ «état» ? fonction x, = état a l'instant ¢

variable X (1) générant une solution vecteur CU( t) — xt(O) solution a t

unique a partir de l'instant ¢

fonction
||~ A syst. dim. infinie




s=a+jp
a-+e* cos3d =0

j(B—esing)=0]

inf. poles

Himmp| syst. dim. infinie
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Exemple simple suite)

2(t) + z(t — h

comportement [~ log ©
frequentiel ? T~
(Bode, boucle ouv.)  |Phase log o

déephasage = O

=




Exemple simple i)

(1) +x(t—h) =0

Resumons-nous...

retard = forte influence sur la stabilité
état fonctionnel

nombre de poéles infini (Hurwitz OK, Routh non)
déephasage important ( > —x )

et, jusqu’ici, c’est assez simple
retard constant
systeme lineaire « 1¢" ordre »

pareil pour retards variables h(t) ?
un contre-exemple...




(contre-)exemple a retard variable

2(t) = —ax(t) — bz(t — h(t)) (1)

h(t) =t — kT pour kT <t < (k+1)T

(T=1) |-

est asymptotiquement stable ssi (zone jaune) :

by,—aTl __ b L _
A+ DeT=D|<1 siazo 1 stable h(t)<1 - instable h=cte<1
instable h(t)<1 - stable h—=cte<1

1-bT|< 1 sia=0

et, pour h = cste € [0,1] ssi (zone grise)

OK, mais ce type de h(t) est-il réaliste ? un autre exemple...




/
18| Convertisseur /
JAVA\ 7
Processus | L — L/ Calcul
Continu AT deporte
7 Convertisseur (ou non prioritaire)
HnT(1) N/A

; ligne de transmission

u(t) = g(x(nT(t)))




Ex.3: Sampling via Delay / 2

Time-varying sampling:
> any consequence?

{ AN -
Processus ' B Calcul
Continu

2(t) = Ax(t) + BKx(t;), Vt € [fk.fk_}_l). Vk € N.

13 1 )
A= C B=| . _1\:—[1 (-;]. il = tx + hi
2 1 0.6
variations of the sampling interval hy, may induce instability
[Zhang, Branicky, Phillips. - IEEE Ctrl.Syst.Mag. 2001]

Constant sampling Ty = 0.18
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Ex.3: Sampling via Delay / 3

Time-varying sampling:
> any consequence?

Processus ' | 2 Calcul
Continu

z(t) = Azx(t) + BKz(tx), Vt € [tk,tky1), Vk € N.

0 1 0 |
—2 0.1 |

ol [Gu, Kharitonov, Chen - Birkhauser 2003]
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) . Ex.3: Sampling via Delay / 4

Models for aperiodic sampling
Input-Output approach Hybrid / Impulsive syst.

\4

Input delay systems

"Tutorial on Arbitrary and State-Dependent Sampling "
C. FITER, H. OMRAN, L. HETEL, J.P. RICHARD

European Control Conf., Strasbourg, France, 2014

"A robust stability framework for time-varying sampling"
C. FITER, L. HETEL, W. PERRUQUETTI, J.P. RICHARD

Automatica, 45: 56-64, 2015.




o Ex.3: Sampling via Delay / 4

! AND T
Processus | 2 Calcul

Continu -T Gapors

Models for aperiodic sampling

\4

Input delay systems

z(ty) = ot —[t = 1,.]) = 2(t = h(1))

+ stability techniques for TDS

| - Continuous signa

| === Sampled sigrals Lyapunov-Krasovskii functionals

2 »
25 time

V(t. xe. xe) = x 7 (t)Px(t) + (h — 7(t)) /‘t x T (s)Rx(s)ds
t—r(t)

delay
Mikheev-Sobolev-Fridman AutRem.Ctrl 1988,

Nesi¢ -Teel-Kokotovic CDC1998,

1 Fridman-Seuret-Richard Aut 04, Fridman Aut 10, Seuret Aut 12,
Karafyllis-Krsti¢c TAC 12,
Mazenc-Malisoff-Dinh Aut 13

/ 7’




Convenisseur | L Sampllng Vla Delay / 4

* maximum nb of successively lost packets > hmaw

- piecewise-conti delay with ¢
piecewise-continuous delay with -, h(t)@']




Généralités




Classification

» systemes de type retarde

z(t) = f(og, t,ug) | 2(0) =2(t+0), —h<0<0,

ut(0) = u(t + 0), —h <6 <0,

z(0) = ¢(0), to —h < 0 < tg,
/X

[\t

» systemes de type neutre

Ll?(t) — f(a:ta j;ta t, ut)




exemple 5

« systeme de type neutre : t(t) = f(xy, Te, t, ut)
ligne de transmission sans perte L]

(70t — _Ov
ot oxr '
ov _ 0

\ 8t_ 8337

+ conditions aux limites (r=0, L) :

v(t,0) = E — Ri(t,0) ,
i(t,L) = RLLu(t) + O3 (t)

transformation de d’Alembert (v,7) > (4, ) :
v(t,z) = (e —ct) +yp(x+ct) | c= (L) Y2, 7= (LjC)1/?
Zi(t,x) =dp(x —ct) —Y(x+ct)| T=2LJ/c, k=(Z—-R)/(Z+ R)

w(t) —ku(t—7) 4+ au(t) + fu(t — 7)) = aF




exemple 6

« systéme de type retardé : z(t) = f(xyg, t,up)

équation de transport

e W = w @ E"_J: 1|:"'il_'2' —_— ;
Eqn.transport : = +v5- =10

Eqn.reservoir i q(t) = y(t)
{ y(t) = H5:(t, L)

H 2 (t,0) = u(t)

C.A.L.

volume : q(t)




exemple 6 bis

» systéme de type retarde : 2(t) = f(xy, t,up)

équation de transport

retard distribue retard ponctuel
T=1Liv

i(t) = [Qut—L+2 N [l @) = u(t — %)




NB : la réalité est un peu plus compliquée...
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Classification

Exemple 7 : macro-modele de réseau
* modele « par session » (ATM, TCP)

[Mascolo 99] = contréle de congestion par prédicteur de Smith

r;(t) = w; i (t — 71;5) — d;
1 1] tJ J

X4 niveau du tampon memoire associ€ a la session [;

u;; débit de la source i (commande)

n; nombre de sessions partageant le tampon j
7;; retard de propagation de source i vers tampon j
d; débit de service du tampon j (perturbation)

destination

- systeme de type retarde




Probleme de Cauchy
(existence de solution pour un SaR)

* Notion de solution
» Condition de type Lipschitz
« Cas ou le retard peut s’annuler




Cauchy pb.

2.3 Notion of sclution

System (S) : &(f) = f(L, (L), =(t — 7(L)))

with z(t) € E™, and 0 < 7v(¢) < 7
Let oo : [—7,0] — [&™ be an arbitrary map.

Definition: A map =(t) : [tg — 7,%g + b)) — RB" s.t.
1) =(tg + 8) = w(s8), for alf s in [—7,0];

2) x is continuous over [tﬂ, tg + b):;

3) x satisfies (5) over [tp,to+b) (& right-hand, Dini}

is called a solution of {(§) with initial value ¢ at tp.

If only one map satisfies these 3 points, then the so-

fution is unigue.

HRemark: There is a weaker notion of solution, where
2)— x absolutely continuous function over [tg, tg+ b)
3)— «x satisfies (S) almost everywhere on [tg, tg + b)



Cauchy pb.

Remark

Even if unicity holds, different solutions may coin-
cide after a finite time.For instance:

i(t) = —a(t — 7)[1 - z(t)]

z(t,) = 1 (Vi =0)
for any ¢ € C([—7,0],R) such that ¢(0) = 1.

(donc, généralement, non-unicité de la réversion de trajectoire)



Cauchy pb.

2.4 Existence and uniqueness of solutions

For system (S) with|0 << & < 7(¢) < Tyn:

2(2) = (&, 2(8), x(t — T(2)))-
Consequence of the step method:

Given a continuous map o = C, if the ODE
@(t) = fe(t, xz(t)) = F(L, 2(2), p(t — 7(¢)))

has a (unique) solution, then there exists a (unique)

solution of (S) with initial condition ¢

From there, using classical Cauchy-Lipschitz cond®©"s.

—{ onditions of existence and uniqueness (|):

If f is a continuous map and satisfies a local Lipschitz
condition In @,

”rf(t'- L2, 'T:J';' = -f{.t! s B 1:"']” = I ||z — m1” y

(z(2))

then for any initial condition w = C, (S) has a unique
solution, depending continuously on [ and .




Cauchy pb.

10 < e T,;;,hh& step

method does not apply anymore

If the delay can become zero

= need of a general framework: FDEs [myshkis 49]

(RFDE): &(t) = Fr(t,z) (retarded type)

Conditions of existence and uniqueness (l1):

If Fr is a continuous map with local-Lipschitz cond.

in its second (functional) argument, i.e.

| Fr(t, v2) — Frit.v1)ll < K |lw2 —willgs---

then for any initial condition ¢ & C([—7,0], "),
(RFDE) has a unique solution, depending continu-
ously on F'p and .




Stabilité




Stabilite

* Equilibre
» Définition(s)
* Théoremes




Stabilite : equilibre

z(t) = f(t,x),
i, =9, Y eC|=h0].

Nous supposerons que f (f,) est continue, bornée pour v bornée, localement
lipschitzienne en . La solution de (5.1) est notée x (t,15. 1) .

Définition 1. La fonction ¢, € C[—h,0] est un état d'équilibre de (5.1) si

pour tout tg € R, la solution x (t,to, p,) exviste et vérifie x (f,to, ¢, ) = @,

Théoréme 1. [19] La fonction o, € C[—h.0] est un état d’équilibre de (5.1)
si, et seulement si, les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(i) 7to € R, x(t,to, p,) existe et est unique;
(i2) Vte R, f(t,¢.)=0;
(211) p, est une fonction constante de C[—h,0]: 78 € [-h,0],¢, (0) = z..

On parlera donec indifféremment d’état d’équilibre () ou de point d’équi-

libre (x.).




Stabilite : définitions

Définition 2. L’équilibre » =0 du systéme (5.1) est dit :

1. stable si ve >0, vty, 30 =0 (‘LL[_],-E;I >0, el =x {ﬁ,fu, ) € B: .

. uniformément stable par rapport a ty si la propriété précédente est vérifiée
avec 0 = 0 (&) (donc 0 indépendant de ty ) ;

. asymptotiquement stable s’il est stable et s'il existe n =n(ty) > 0 tel que
['i;".‘ = H-,}] — [ﬁlll;_.-x. T (f to, t:"‘) = U] !

. uniformément asymptotiquement stable s il est uniformément stable et s1
la limite de lo propriété précédente est uniforme, c’est-a-dire s1 dp > 0
Yy >0,3T(y) >0: [ e By ett >T(y)] = [z(t,t0,¥) € By] Vo,

. globalement (uniformément) asymptotiquement stable sl est (uniformé-
ment) asymptotiquement stable aveec n = +ox:

. globalement exponentiellement stable sl existe deux nombres strictement
positifs o (appelé taux de convergence exponentielle) et k tels que :

2 (¢, to, )| < k|[]le et (5.2)




Rudolf Otto Sigismund Lipschitz
(1832-1903) Allemand, professeur a I’'Université de Bonn




Stabilité : cas linéaire stationnaire

Théoréme 2. Un systéme linéaire stationnaire de type retardé est globalement
asymptotiqguement stable si, et seulement si, toutes ses racines caractéristiques

sont dans le demi-plan compleze gauche (I'aze tmaginaire étant exclu).




Stabilité : cas linéaire stationnaire

Théoreme 2. Un systéme linéaire stationnaire de type retardé est globalement
asymptotiquement stable s1, et seulement si, toutes ses racines caractéristiques
sont dans le demi-plan compleze gauche (I'aze tmaginaire étant exclu).

Exemple 1:Considérons Uéquation|x (t) = —x (t — 1).|Son équation caracté-

ristique est s+ e~ ° = 0, dont les solutions s = a £ j/3 sont en nombre infini.
Le systéme n'est done pas dégénérée. Ici, s = —0.318 £+ 1.337) est une estima-

tion de la paire de racines de plus grande partie reelle : il y a donc stabilité
asymptotique® .

150,

Ern(s)

Re(s)




Stabilité : cas linéaire stationnaire

Théoréme 2. Un systéme linéaire stationnaire de type retardé est globalement
asymptotiqguement stable si, et seulement si, toutes ses racines caractéristiques

sont dans le demi-plan compleze gauche (I'aze tmaginaire étant exclu).

Exemple 1: Considérons Uéquation|z (t) = Son équation caracté-
ristique est s+ e~ ° = 0, dont les solutions s = a £ j/3 sont en nombre infini.
Le systéme n'est donc pas dégénéré. Icr, s = —0.318 + 1.337] est une estima-
tion de la paire de racines de plus grande partie réelle : il y a donc stabilité
asymptotique®. Par contre, le cas suivant est dégénéré et instable :

01 0
00 —1 |z(t—~h),
00 0

Instable (et « dégenére »)

r(t) = Apgz(t) + A1z(t — h),
det(sl — Ag —e "5A1) = ... s(s?2—1).




Méthode de Walton et Marshall (1987)

Extrait de Borne, Dauphin, Richard, Rotella, Zambettakis
Analyse et régulation des processus industriels - Regulation continue. 495 pages, Edt. Technip 1993

z(t) = Az(t) + Bx(t — 1)
p(s,7) = dét[s] — A — Be %] = 0.
ou N et D sont deux polynémes réels.
Pour analyser la stabilité, I'idée est de chercher s'il existe des valeurs du
retard 7; pour lesquelles cette équation caractéristique admet des racines imag-
inaires pures, et c’est en ces points 7; qu'un changement dans le comportement

asymptotique du systéme (10.33) peut se produire. On est donc amené a calculer
un lieu des racines paramétré en 7. La procédure est la suivante :

p(s,7) = D(s8) + N(s)e ™ =0, (10.35)

1. Déterminer la situation des racines du systéme non retardé (p(s,0) = 0).

2. Calculer le polynéme q(w?) = D(jw)D(—jw) — N(jw)N(—jw), obtenu
a partir de ’équation p(s,7) = 0 = p(8, 7) pour les racines imaginaires
pures s = jw.

3. Rechercher les éventuelles racines w; réelles positives de g(w?) = 0, qui
correspondent aussi a des racines de p(s,7) = 0.

4. Etudier le comportement du lieu des racines en ces points w; : si q(w?)
traverse l'abscisse (axe des w?) de haut en bas, p(s,7;) traverse 'axe
imaginaire de la droite vers la gauche, et on a donc stabilité a partir de
T > 7; (jusqu'a 7 = 7j4; au moins).

Cette méthode donne en général de bons résultats, mais est difficilement
applicable si le modele est paramétré par d’autres coefficients que 7.
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e FIxemple 2

Soit un systéme d’équation caractéristique :

p(s,T) =84+ +25+1+e 7 =0. (10.37)
1. p(s,0) = (s + 1)(3 + 2) est instable ;
2. q(w?) = w?(w® — 1)(w* — 2);

3. s = 0 n’est pas racine de p(s,7) = 0, on I'écarte donc.
FEnw =1, p(j,7) =j + e ™ =0, pour 7 = /2 + 27n, la courbe
g(w?) ~ 1 — w? traverse I'axe des w? de haut en bas (pour w? croissant)
et p(s, 7) traverse l'axe imaginaire de droite a gauche. On a donc stabilité
aprés T > 7/2 + 2nn (n entier positif).
En w = v2, p(iv2,7) = =1+ e~ TIV2 = 0, pour 7 = k7v/2, la courbe
q(w?) ~ 2(w? — 2) traverse 'axe des w? de bas en haut, et on a stabilité
jusqua T < kmv/2 (k entier positif).

Le systeme (10.37) est donc asymptotiquement stable pour :

5
g <T<m/2, ou 777 <7< 2mV?2, (10.38)

ou 9n/2 < 1T < 4mwV/2, etc...
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Stabilite : 1ere methode de Liapounov

« approximation des petits mouvements »

— h;) + ql(t, 2:)

gt z¢) = q(¢, 2(¢), 2(t — 71(2)), ..., z(t — T& (1)),

ho =0, h; = constantes, T j{ ] < |0, 7;] continues,

|uil| < &= |lg(¢, uo, ... ur)|| < Be([luall + - + |Jurl]),

avec [3. = constante pour £ donné, |3, uniformément décroissante vers 0 guand
£ — 0. L’approximation au premier ordre est définie par :

.|!'|'
= Z A;z(t

1=l

Théoréme 4. [26] Si le systéme linéarisé (5.9) est asymptotiquement stable,
alors z = 0 l'est aussi pour (5.8). St (5.9) a auw moins une racine caractéristique
a partie réelle positive, alors z =0 est instable pour (5.8).




Stabilité : cas des retards faibles

« approximation des petits retards »

k

Z Aie(t — hi)+qlt,z)  (5.8)

i=0

Le résultat précédent peut étre utilement complété par une approzimation
des petits retards, résultat de nature qualitative obtenu par continuité des ra-
cines caractéristiques de (5.9) vis-a-vis des retards h;.

Théoréme 5. [26] 51 A = Zf:ﬂ A; est de Huruntz (respectivement, wnstable),
alors pour des valeurs suffisamment faibles des retards hy, lo solution nulle
z =0 est asymptotiquement stable (respectivement, instable) pour (5.9) et donc
(5.8). Si, sur les n valeurs propres de A, n—1 ont des parties réelles strictement
négatives et la n—iéme est nulle, alors, pour des valeurs suffisamment faibles
des hi, z =0 est stable pour (5.9) et donc pour (5.8).




Stabilité : cas mono-retard faible

quantification d’un retard « faible » admissible

1z(t ,
isd ) = Apz(t) + A12(t = h).
dt — ¥

qui, pour un retard nul, devient :

dz(t)

- = (Ao + A1) 2(t).

Théoréme 6. [40| Si le systéme & retard nul (5.11) est asymptotiquement
stable et si P est la matrice solution de 'équation de Liapounov (ou () est une

matrice réelle définie positive [117]) :

(Ao+ A1) P+ P (A + A1) =-Q70Q, (5.12)

alors (5.10) est asymptotiquement stable |pour tout retard h € |0, fipax] |2

B = 1} Max(BTB)] 2, avee B=Q TA]P(Ay+A4;) Q7.




Lyapunov for TDS

Un resultat de V.B. Kolmanovskii & Myshkis (1999)

#(t) = Az(t — h)

V(xt) = ||z(t)|| (some norm)

| Al associated matrix norm,
~v(A) = logarithmic norm (“measure”).

— i [TFRA| -1
V(A) = flleoJr h

v(A) < —hl||A||? => expon. stable, e~ !

w : solution of w = —y(A) — h||A||2e2w"




Stabilité : methode directe de Liapounov g,

Seconde méthode de Lyapunov

Insuffisance de la théorie classique

@ Systeme :

71(t) = xo ry(t)z
#q(t) = —21(t) — xo(t)25(

o Fonction de Lyapunov : V(z) = zf + ;7:%

@ Dérivée le long des solutions :

dV

I(I(”)

_ Cet exemple est un cas trés particulier
= r = () est stable. (BARAKA!)




Suite : Methode « directe » de Liapounov

FDE :
2(t) = —ax(t) — bx(t — h)

V(z(t)) = z2(t) (quadratique « usuelle »)
termes croises
V(z(t)) = =2 [az?(t) +bz(®)z(t—=h)] < .. 7

=» besoin de methodes dediees
1) fonctions de Lyapunov-Razumikhin (pas ici)

2) fonctionnelles de Lyapunov-KrasovskKi




Lyapunov for TDS

une illustration simple
de la methode de Lyapunov-Krasovski

z(t) = —ax(t) — bx(t — h)

O

V(xy) = 2(t) + |b|| [ =2(t + s)ds| (quad + intégrale)

V() = —2x(t)

+10]

casb>0: |b|=0bet

—h

az(t) + bx(t — h).

z2(t) — 22(t — h)]

< 2(a—|bDx2(t) [.. V(z) <0 if [b] < a

—2bz(t)z(t — h) — |bla2(t — 7) = =b[z(t) + z(t — 7)]% + bz?(¢)




Stabilité : methode directe de Liapounov g

1) définitions




Stabilité : methode directe de Liapounov

*
Théoréme 7. S'il existe une fonctionnelle V' (t, o) vérifiant les propriétés (a)

et (b) ci-dessus et, pour tout ty et tout t > tg :

V(t,e) < —ws3(p(0)),

ot wy est définie positive, non décroissante, alors U'équilibre © = 0 de 'EDR
(5.1) est uniformément asymptotiquement stable.

* : : ..
« Fonctionnelle de Liapounov — Krasovskii »




Exemple simple (rappel...)
i(t) = —ax(t) — bx(t — 1)

= V() 0) + |b| f 2(t + )
Co,ndltlons 1) et 2) remplles

P*(0) < V(g) < (1+[bl7) [l
Expression de la dérivée ) :

Vi) = —2u(t)[ax(t —l—bl(t—r)]
+ [b] [2%(t) — 2*(t = 7)]
Viz) < —=2(a—|b)z(t)

= r=0est UAS id.r. sia> |



Stabilité : methode directe de Liapounov

Fonctionnelles de Liapounov — Krasovskii particulieres

E(fjl = fh];t‘lif-] + Ayz(t — h;l (518]

]
Viz) = 2(t)T Pe(t) + f 2(t + 0T Se(t + 0)d6, (5.19)

—h

» on obtient des conditions suffisantes sous forme d’équations de Riccati : (5.18)
est asymptotiquement stable pour tout h > 0 §'il existe des matrices P, S, R
positives et symétriques telles que :

AP+ PAg+PAST'AIP+S+R=0. (5.20)

Cette équation (5.20) est équivalente a la LMI suivante

( AP+ PA+S PA; ) <0

: 5.21
ATP s (5:21)




Stabilité : methode directe de Liapounov ()

Bien str, pour A; = 0, (5.20) se réduit a l'équation de Liapounov Al P +
PA, < 0, CNS classique dans le cas ordinaire. Pourtant, dans le cas retardé, la
condition suffisante (5.20)-(5.21) est loin d'étre nécessaire. (Cest pourquoi de
trés nombreuses c-enemhsatmm de la fonctionnelle (5.19) ont été publiées dans
les quinze derniéres années. Elles mettent en jeu les termes variés suivants :

Pi(n)x(t + n)dn,

0 0
Ve(zs) = / z(t +n)" Py(n.0)z(t +6) dn df.
.i!'.'e; |FJ.i:




Généralisation
(S) @(t) = Ax(t) + Ba(t —7), avec z(t) € R".

Fonctionnelle : V(i) = " (0)Py(0) + f_) ot (8)Sp(s)ds
avec P, S 0.

= [V(z) =y (£)Qu(t)

_[A*P+P44+S PR W [ )
e Q‘[ BTP =S } Y= [.zr(t—'r)]

= Stabilité asymptotique i.d.r. si @ < 0 (LMI)

2¢ généralisation 1 /() = 3T (£)EPz(t) + J“:_T z! (s)Sx(s)ds + fi f;rﬁ 2T (s)Rz(s)dsd®,
(descripteur) : ’
I, 0O

on F =
[ 0 0

} et ou le vecteur Z(t) est donné par col{x(t),z(t)}.
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Cas des systemes neutres

I"{fj = f (If, t, ;?Ii.'h 'U,r,} ) {61]

On représente généralement les systémes neutres sous la forme de Hale [48] :

o F': C — R" est un opérateur régulier (ce qui évite les systémes implicites)
a argument différé. Dans le cas linéaire, stationnaire et & retards ponctuels, un
systéme neutre s'écrit :

|
Z (t — w;) ZH*“‘ )+ Bu(t—h)],  (6.3)

i=0

équation a laquelle on associe 1'équation linéaire aux différences :

q
2(t) — Z D;z(t —w;) =0, D; matrices constantes. (6.4)

j=1




Cas (particulier) des systemes neutres ()

On notera que, dans les publications concernant les applications aux sciences
pour 'ingénieur, le cas mono-retard est quasiment le seul représenté, sous la
forme particuliére suivante :

Iu_'
2(t) — Da(t — hy) = Agz(t) + Z [;'-li;lf[?f — h;) + Biult — h-ﬂ] . (65]

i=1

dont I'équation aux différences associée est :

z(t) — Dz(t — hy) = 0. (6.6)

si on fait 'hypothése de la stabilité asymptotique de I'équation
aux différences (6.4) (ce que 'on nomme « stabilité formelle » du systéme neutre
[16]), alors le nombre de racines instables devient fini [26]. La stabilité formelle
est également appelée « f-stabilité » dans le cas non linéaire [69).




Formalismes

 FDES (dé¢ja présenté)

* Semi-groupes (opérateurs en dim. infinie)
» Geometrigue (sur anneaux)

» Algebrique

o 2D (systemes neutres)




Formalismes

40 FDEsS

(déja vu)
ZC(t) — f (Cl?t,t,’UJt) ; t > to
CCt(e) — .SC(t Bl 9)7 —h < 0 < Oa
ut(0) = u(t 4 0), —h <0 <0,
z(0) = p(0), to —h < 0 <tp,

—> tres général (retards qcques, lin./non lin., ...)
- commande par methodes de type Lyapunov
(en linéaire ou non lin. de type polytopique)



Formalismes

4.1 Operators in infinite dimension

Deltour?2, Manitius78, Delfour-Karrakchouf?, Bensoussan93. ..
Lo = Lo([—h,0] — E™) fncts with integrable square
Mo = B™ x Lo Hilbert space

z(t)
y(t)

Agz(t) + A12(t — h) 4+ Boult),
(:'D:E{t:'l.

{ T (t) = AT(t) + Bu(t),
y(t) = C=z(t)

z(t) = [z(t), z] € M5
A unbounded, closed, dense operator,

B and €' bounded operators (if no input/ocutput delay)

disadvantages:

properties of semi-groups hold 1) abstract mathematics

general theory of infinite-dimensional, differential eqns 2) yields controls in distributed form



Formalismes

4.2 Geometric approach over polynomial rings

for linear systems with commensurate, constant delays

R[V] commut. ring of polynom. in delay operator V
absence of inverse on [V] = absence of advance
i
{ (t) = L o Aiz(t —i6) + 3§ Bju(t — i6)
y(t) = T Ciz(t — i6)
l
z(t) = A(V)x(t) +B(V)u(t),
y(t) = C(V)=(t),
A(V) € R"™MV],B(V) € R"™*™[V],C(V) € RF*"[V]

= x belongs to the state-module R[V]"

CDntrE}I:pﬂfynﬂmfa.’ feedback = polynomial system  ® control assumptions: polynomial control remains

u(t)

a limitation since realizability of concrete con-

—F(?]ﬂ:{t] T t’{t]! trollers needs:

F(?) & R[?]mxn — rational fractions (precompensators, neutral syst)

— distributed delays (finite spectrum assignment)



Formalismes

4.3 Systems over rational rings

ring R[V]| — field R(V) of rational fractions in V
— allows dynamic feedback, but realizability?

R.,(V) = subring of the irreducible, rational frac-
tions in ¥V, which denominator has a non-zero constant
term:
= {p( i }
Ru(v) = { B2 e R(v), q(0) £ 0}.
q(V)

Examples:

%belongs to Ru(V) y(t) = —y(t — 6) + u(t)
%,-does not y(t) = u(t + &) is anticipative

Theorem (causality) [Picard, Lafay, Kucera 96]
P(s,V) _po(V)+...+s"pe(V)
a(s,V) qo(V)+ ... +sFq(V) T

is causal <= qx(V) € Ru(V) (ring property).

Adva ntage of models over Ry (V):
dynamic feedback law defined over R (V)
=> resulting system remains in the same class



Formalismes

4.4 Algebraic formalism for distrib. delays

Manitius-Olbrot 79, Kamen-Khargonekar-Tannenbaum 85,
Watanabe 96

Example:
Iz
YL T e fh 12 F(0)u(t — 6)do,
Y(s) _ _ e —aft
T (o) = By = e f(0)e *“do

1. E—,s.l'.!. A a
exr — zero-holder operator = /;] e T db.
8 .

— explicit consideration of the relation s — V = e—8d
G == {E(realizabie, distributed delay) € E(s, E_H'ﬁ]}
—& = ring of pseudo-polynomials (analytic fct)

i R[E_Sfj] Il G [Brethé, Loiseau]

£ is isomorphic to the quasi-polynomials ring E[s, E_Hﬂ]
£ is a domain of Bezout (— finite-spectrum assig™!)



Formalismes

4.5 Generalization to nonlinear systems

[Moog, Marquez-Martinez 00]

Mon commutative polynomial ring K[V],

K field of meromorphic (ratio of analytic) functions:

T [1‘;] = ﬂ:l[t]mg{t — 1} = 11 0%2,1 = :ﬂl*ﬂﬁﬂ:g:ﬂ
.'.L""E [:t} 2= 'H-]_(t} = Eﬂg(t == E] = Uy p+ L3 2

non commutative :

1 00x2.0 1,021

e

&x1 022,0 13520

KC[V] integer ring with Euclidean left-division.



Formalismes

4.6 2-D models and neutral systems

Roesser models [1975]:

s = derivation operator w = h-advance operator.

sX — AUX —|— AEE —|— B.[]Lr,
wZ = A3 X + DZ + B;yU,
Y = 1 X +0C52.

Example:

Ag == £ Ag — A1—|—_D;‘-'ILD, B = Bl+.DBﬂ,
x (t)-D x (t-h) = Ag:ﬂ{t}—l—ﬁlmft-h]—|—Bnu|':t}—|—51ﬂ.(t-h}
— allows connection with previous results
— realization [Eising 78]
—+ stabilization [Zak 86]
—+ factorization & model matching [Loiseau, Brethé].
— equivalence with the question of realization over
Ru(V) [Picard].



Controle




Commande

» Conditions structurelles (existence)

* Limite des méthodes « dim. finie »

* Predicteur, le principe

* Quelques paralléles avec la prédiction...




Commande

exemple

— Besoin de connaitre les

#(t) = 2(t) + u(t — 1)

n'est pas stabilisable avec u(t) = —ka(t)

Structure de la commande ?

propriéteés structurelles

V

du systeme.




—

Commande

Exemple de propriéeté structurelle : COMMANDABILITE
3?7 commande u faisant passer I'état z(¢,) =1z, en z(t)=1x;"7

1) controllability: to reach a function instead of a point.

2) control delay => minimum reaching time.

X(1)

=> the notion of reachable sets (“orders" of Kalman-like con-
trollability chains) has to be completed by associating a "class”

depending on the time needed to achieve the control.

3) realization of the control law: u(t) = g(2;)

— one may prefer “memoryless” controls u(t) — q(m(t))
or point-wise-delayed u(t) = g(:r(t-), a:(t - hi)).

Vv

- Several notions (controllability
Syst. dim. finie : état z(t,)=1x, a z(t)==;
En linéaire-stationnaire (principe de superposition OK) :
- si 3 u, independant de ¢,—%, et : ce qui est possible en T''est en 77100 (!)
- si passage possible de x, a x;, alors possible de z;a x,
Ce n’est plus vrai non linéaire

Syst. dim. infinie : état = fonction (Btf
Ce n’est plus vrai non plus, méme en linéaire




Commande

—

controlability abridged def restrict
funct- Ju, 3ty
5 i 1| Mo-strict by 9L :
ional Tt =1
Juwy, It
2| M-approx. y vy =V &
l'm['rl.l]‘unz‘pl_
Ju, ug, =0, lin,
3 | absolute B ' ,Ln
Tit1=%¥1 vu
. Ju, 3t lin
4| (7, R™)-fet Y 7 :
(3, R™)-fc o )
5 | spectral =4, PR
point- =1 R Ju, Jtq, lin,
wise a:(tl)=a?1 coms.
| T, Vi lin,
7 | strong R”- 1> y
z(t1)==1 coms
3l R™-t5 0O du, dtq, lin,
x(t1)=0 coms
u(t) 3 (strong) polyn. u(t) lin,
type over [® [V] ZI{(V)LI‘.(t) coms.
( K) rational i
wea 1,
0] o R(y) | E(VIuE) Esic)
ver s - :
=K (V)=z(t)
. 8| = |3|= pr—
for LTI with coms delays: |=={  f=i 10| = (6

S =




Commande OK, c’est de I'existence...

mais comment calculer cette commande ?

) { 2(t) = iy Asz(t —ih) + YL Biult — ih)
= y(t) = Y1, Ciz(t —ih)

Trouver un retour de sortie (dynamique) ou d'état u(t) t.q. le
systeme bouclé soit asympt. stable
2 méthodes :

o Approximation en dim. finie

exp(—hs) — %:—; ex. approximants de Padé
. —l—hs—l—ﬁs K 31 0(s)
ot o8 2 4

@ conserver le systeme de dim. infinie




Commande

Premiere approche :

Probleme :

— syst. de grande dimension = controleurs complexes

Ordre de |'approximation, stabilité numerique des algorithmes ?

Seconde approche :
o Besoin d'outils spécifiques

o Régulateurs de dimension infinie
= |mplantation / approximation ?




Prédicteur de Smith : approche E/S

Exemple : cas d'un systeme a retard sur le capteur

u(t) | o(t) y(t)

—g F(S) — 6,—12.5 =




Prédicteur de Smith : approche E/S

Exemple : cas d'un systeme a retard sur le capteur

ye(t e(t ult o(t y(t
Ul )Jr: (t) ols) - u(t) Fis) u(t) b y(t)

Si on dispose d'un autre capteur non retardé : commande classique




Prédicteur de Smith : approche E/

Exemple : cas d'un systeme a retard sur le capteur

Yelt e(t) || uft) | o)
% ot 1 piay |19,

On estime v(t) a I'aide de u(t) et du modele

—hs

y(t)




- Prédicteur de Smith : approche E/

Exemple : cas d'un systeme a retard sur le capteur

o~

yc(f)JrQ e(t) ols) u(t) Pls) u(t) b y(t)

Probleme ?




Exemple : cas d'un systeme a retard sur le capteur

o

Ye(t e(t) | fult) | | ol (0
JQ——» C(s) —e— F(s) —)u o—hs "

=>» avec rétroaction




Fonction de transfert en BF

—->MAIS...
Modele parfait (F = F, h="h),

sinon :

€_h8

Y(s) CF
() 14+ CF+C(Fehs — Fehs)

bt

- probleme de la robustesse...

retard mal connu, non constant ?
F'mal connue, instable ? (cf exemple suivant)




Analyse de |a stabilité en BF : cas d'un ler ordre

- =

\~

Equations syst. BF :

+ regulateur P : C(s) = K.

t(t) = ax(t)+Kr(t)— Ka(t —1) - Ko(t) + Ko(t — 1)

dv/dt(t) = ai(t)+ Kr(t)— Ke(t—1) — Ko(t) + Ko(t — 1)

Equation caracteristique

s—a+Ke™?
Ke™*

e

K- Ke=

g—a+K— Ke*

———_——_____——_————-

— —

— —
—

-—

= (s—a)(s—a+K) = 0.

-




Prédicteur de Smith : approche état

—> une autre facon de voir le predicteur de Smith...

Systeme x(t) = Ax(t) + Bu(t — 1),

ldée : u(t) = —Kx(t+7) = 2(t) = (A — BK )x(t)

/o

mais commande non causale !

—> construire |I' « avance » par I'intermédiaire du modeéle ?




Commande

— prédiction non dynamique de x:(f +7) :

t+1
r(t+7) = eAT;z?(t)Jr/ A8 Bu(s — 1) ds
t

0
eATat(t)—i—/ e"AQBu(t—I—B)dH.

—T
0
= u(t) = —Ke“Tx(t) - R/ e‘AOBu.(t +6)do.

—T

poles BF = valeurs propres de A — BK

- plusieurs méthodes s’inspirant de ce principe




Transformations équivalentes

Cas des systemes avec retard sur |'entrée

- par exemple (... transformation « d’Artstein »)
Systeme : _
x(t) = Ax(t) + Bu(t

Changement de variables :

t |
2(t) = 2(t) + / e~ A=) Buy(s) ds
t—1 “
= 2(t) = Az(t) + 6"‘473@(;)\:
(Kwon & Pearson 80, Artstein 82)
placement de pdles < (A, e=" B) commandable (équivalent ici
a (A, B) commandable.)
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