4. Inégalites différentielles
Principe: (1) z < f(t,x) 2 — f(t, Z) (2)

solution : solution :
x(t; o, o) S ? 2(t; to, 20)

Contraintes (C.N.) : reR"= ze R”

Utilisation : Si a:(t) > 0 (Vt) et si(2)converge vers 0,

rincipe de comparaison ;
e araison) glors x(t) converge aussi vers 0.

24 .r'")('_’ f-sint

Exemple : 3 = _{ s

te
‘e
———— 0
. . 0
-

2_71$| aussi ?

Z = — z converge vers Q" généraliser
. la dérivée
o
démontrer

le résultat 103
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A \ . 4. Inégalités difféerentielles
Boite a outils - 1

Dérivée de Dini (& droite): DTz(t) = lim sup ='-f(f+96))—4lf(f)

0—0
: 2+2%)(2+sint
Exemple: © = — ( Il)Jr(;,,g — ):z:
2 ‘)
D*|a(t) = D* [& signz] = Ssignz = — LI 13 < g

= DT ‘.13| < — ‘.73| méme en x = 0 (val. abs. dérivable a droite)

signz | |z|
.. il reste a montrer :

Z = — Zz converge vers 0 = |:E| aussi ?

V&}

104
© J.P. RICHARD 2017



A \ . 4. Inégalités difféerentielles
Boite a outils - 2

Fonction quasi-monotone non décroissante (QMND) :
la fonctionf: 7x X — X C R", (t,x)—f(t,x) est QMND en z si:

Vte T, V(z,2') € Xx X, Vi € {1,...,n},
(x < 2)et (x; = 2)) = f, (t,7) < fi(t,2).

T | = 33/} Frie 1= f1<$:)
= & —> | &) |< f,(fv/)
@ | £ 2, | _f.n_(x)_. e |

Exemples : (cas linéaire) f(x) = Mx QMND < m;; > 0 Vi)
(cas NLstat.) f(z) QMND (local™en 0) & [() . )QMND

Définition : M est une « -M matrice » (lI'opposée d'une matrice de Metzler)

si elle est Hurwitz et si f(x)=Mzx est QMND. 105

© J.P. RICHARD 2017



, 4. Inégalités difféerentielles
Un résultat de base...

(1) Drx(t) < f(t,z) = f(t,2) (2

Lemme (de Wazewski-Kamke-Lakshmikantham-Leela)

Supposons que f:
- vérifie les conditions d'existence et unicité de solution pour (2) ;
- est quasi-monotone non décroissante en & .

Alors, les solutions de (1) avec &y < z(; vérifient :
x(t;to, x0) < 2(t; to, 20)-

Remargque : théoréme généralisable au cas de solution non unique
et d'équations définies presque partout (voir [RIC 02] chap 5.)

106
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Application a la stabilité

(1) Z(t) = Alt, &) zlt) A(t,z) bornée sur R x R"

AN
1|

p(x) 2 || M2 sup A*(t,x)  A¥a.t)=?
J xXr n | (Ter]r.:n{;aﬁl‘zr")me)

Dp(z) < Mp(=)

—) Théoréme 1: Si M est de Hurwitz, alors x = () est
glob. exponentiellement stable pour (1).

Démonstration: N est QMND par construction (c'est une -M matrice)

Remarque: les -M matrices ont de nbreuses propriétés.— M ' est ¢ composantes >0,

Fun vect. ppe u > () associé d la val. ppe de plus gde partie réelle de M, etc.

© J.P. RICHARD 2017

4. Inegalités différentielles
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/s . . 4. Inégalités difféerentielles
Généralisation

(1 z(t) = A(t, z)z(t) A(t,z) bornée sur R x R

P N\ Vi(x;) fonctions Lyapunov-
1 CUl (CU 1) cc;ndiéia'res vérifiant I'égalité
== | A triangulaire (normes, par ex):
T = Tj 1~z € R Vz) =| vi(z;) v; € CYv;(z;) =0
T Volx,)| vilzi) =0 z;,=0
i \p( p)/ vi(zi + ¥i) < vi(z:)

+ vi(y:)
D¥VE) < g(Vip)): glze)=0; 2s>0;

= Théoréme 2 : Sig(z)est QMND, si D} est une estim. du d.s.a.
(dom. de stab. asympt.) de Z. contenant O, alors :

A ={x, V[x) < z.} estunens. attractif et
Dy = {z, V(x) € D{} est une estim. de son d.s.a.
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5 Commandabilité

e Introduction

Systémes « linéaires en la commande »

5= flz) + Gz )u, (1)
xe R", ue R™.
uad-'m classe des commandes admissibles

(les fonctions constantes par morceaux suffisent, car elles
permettent d'approcher toute commande Rieman intégrable)

109
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5 Commandabilité (introduction, suite)
» Position du probleme, définition

Existe-t-il u(t) permettant de passer de x( a X ¢, et en quel temps ¢ ?
A

Ut) - .’L’f
tf Li

Ly

CEO.

>

Définition : Le systeme (1) est commandable (resp. asymptotiguement
commandabl/e) si étant donnés deux points arbitraires et 7, il existe

un temps fini t ¢ (resp. fini ou non) et une entrée admissible 1 tels que
z(ts0,z0,u(0,t7) = x5 (resp. lim x(t;0,20,u [0,t]) = z4).

t— o0

110
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5 Commandabilité (suite)

« Rappel du Linéaire

= Ax + Bu
Lz e R", ue R™

hotations : C(AB [B AB AQB Aln_lB]
TWe( f eATBBTeA Tdr

us(t) = BT@A(”_t Welty) ™ (xf — e?iz,)

111
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4 Commandabilité (suite)

(éléments d’analyse)

r = Ax + Bu

ta
z(ty) = eMtz=t)g, +/ e (t2=1) By(t) dt.

(5]

us(t) = BleAtDWe(ts) = (z s — edliz,)

We( f eA"BBTe4 dr

—> x(t3) =

112
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5 Commandabilité (rappel du linéaire, suite)

Théoréeme (cas linéaire, stationnaire, sans retard)

« La paire (A, B ) est commandable » équivaut a:

1) C(:—l.B) est de rang plein (Kalman)
2) We(t) estinversible pour au moins un temps 7 >0

3) le systéme peut se mettre sous forme compagne de commandabilité
(forme de Luenberger) par changement de base (régulier)

4) Vs € C, Rang |B,sl — A] =n (Hautus-Popov)

Preuve : U f(t) fait passer de x(ad X f ent ; secondes.

.. donc en linéaire, commandable = commandable Vt ; > 0

113
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5 Commandabilité (suite)
« Commandabilitée a partir du linéarisé
T = f(.il?) o G(LU)U,
(., ue) équilibre (c.ad. f(z,) + G(z, )u. =0).

Linéarisé :x = Ax + Bu , (autour de cet équilibre)

avec A= Ji{z.)+ H, B=G(x,)
Ifwd) = |§
G

et Hsolutionde Hz = [g]xz Ue -

T

114
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_ | 5 Commandabilité (suite)
(preuve du calcul du linéarise)

. Linéarisé : x = Ax + Bu , (autour de cet équilibre
g = f(x) —|_ G(x)u’ linearise . xr S8 U , (aut t eq )
avec A=Jiz.)+ H, B=G(z.),

s~ 4],

et Hsolutionde Hz = [%%]xz Ue .

(z,, u.) équilibre (c.ad.f(x,) + G(%)ue =0).

x = f(x.+dx) + G(x, + dx) (u, + du)

df JdG

(dx) = f(xe) + T _\-edx+ (G(xe) + %

— [W(] + g—{:d.x—i— (3—5(1)6) ue + G(x,)du + ...

— Adx -+ Bdu + ...
—> Adx = ﬁdx—l— (8_de) U
ox X

dx) ue + G(x.)du+ ...

115
© J.P. RICHARD 2017



5 Commandabilité (a partir du linéarisé, suite)

Théoreme:
Si le systéme linéarisé est commandable alors le systeme
hon linéaire est «localement accessible » au sens suivant :

Vty > 0, Ve > 0, I'ensemble des points atteignables en
un femps t ¢ partant de &, avec des entrées admissibles

vérifiant Hu — ueH < £ contient un voisinage de T .

u(t) T
e P
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5 Commandabilite (a partlr du linéarisé, suite)

Réﬂult.a.t. du linéaire n points = (0,...,1,. .. 007 (1 4&]la ™ place), (13) Stant

cormmandable on peut trouver « fonctions o (£) qui am@nent les trajectoires issues de lcrigine en chacun des # points z*
et ce en un temp domné ;. Amel, partant de l'erigine la cormmande

we =y £, (1.4
i=1
amndne la trajectoire au point

z[fﬂ:jl;fexp[ (£ —T11)\E (Z.E‘u )tf-'.l'— £ (1.5}

Four g = 0 donné, on peut trouver un & = 0 tel que ||€]| = & et ||| = €. En notant =(# £} la solutien de (1.1} avec
= th + g démarant de z. il suffit de moenter que £ — 2(f; £) est un diffecmerphisme local au veisinage de £ = 0. Four

cela il duffit de monter que la matrice M () = M| eet inversible pour ¢ = &y |[Thécréme de la foncticn implicite).

'E:'E E=|:|
or

w = Fla(, &0 + Gz, & ve + el

en différenciant par rappert 4 £, on obtient

80w
MiE),... o

af o
Fa m=m“,$=m=m=M':fHG':E':f'E— oYyt w4+ ( o

AME + EBlu! . w®) M0y =10

M(#)

M Eﬂ) it

I=0c D=0

denec

Mits) = fu TexplA(t— TNB(el, | wtirdr = (21 )= Id

© J1.P. RICHARD 2017
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5 Commandabilité (a partir du linéarisé, suite)

Exemple 5 Lille sur wn sl

(1 d 8£, 8r£ 4D
angle 4(/)>. EEE«;-;:' "0 Teg - D¢
® A Tcouple (arer? 4+ JW 4+ 2omrsd 4 ongrece(d) = w
0 ’U,(t) m:r"'+mgsin[£'j—mr5'2 =
Lindarisé (Squilibre v =r =r =§ =8 = 0)
b FW 4 mgr = 1,
r+g8 = 0
En posant & = ( ror 8 4 :IT on obitent
0 1 0 0 0
- 0O 0 —g 0 ) 0
“loo o 1] o
70 0 O J-
e qut donne
( oo o0 -£ \
00 —& 0
ClA B = n i 0 0
F
Lo o o

© J1.P. RICHARD 2017
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inversible

= loc. com.

(1.6)

(1.8)

(1.9)
(1.104

(1.11)
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5 Commandabilité (a partir du linéarisé, suite)

Exemple 6 Cuve chean ffanie

T h  hauteur d'eau (2 «fuite») i

T, = O, température Q. = S— +avk, (112)
U | (), debit alim. af, B, — Qupdd, —8.)

wy = P, puissance chauffe g Th g - (115)

En nofant 1 =k la presatdre sorfle, 2y = 9, la seconde, vy = {J. la premidre enfrfe of wy = L, la seconde on oblient

1 L

dy: g —wpelys —fe)
dt Spcy

Four un régime nominal Q.. = 20 fmn k., = 0.6m ¢, = 80FC, avec valenr  aumérique swvanie 8. = 20°C & =
1l a= ;%.!,-’(m i) [e modéle lndarisé est

z = Az 4+ E5u,

_s_s}:_n 0 1 0
A = : 1 JWEB=| gy . (loc. commandable)

T 12x10b
z T (m, 0 uC (m® s W)
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o 5]
(monocycle autour de 0O)
« La vérité est ailleurs »

[X-Files]

© J1.P. RICHARD 2017

5 Commandabilité (a partir du linéarisé, suite)

« CNS ? un contre exemple (syst. non holonome)

d
% = sin(8)uq,
d
% = cos(8)u1,
dt
=y,
dt 2
U U .. paire
A=0B=|1 0 | noncom. !
U 1 (alors, comment font-ils ?)
( (130):1;6 [0,5[
- (0,1),1’,—6 [5, 26[
u(t) = < (—1,0),t € [2¢, 3¢]
| (0,—1), € [3¢,4¢]
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5 Commandabilité (a partir du linéarisé, contre-exemple, suite)

Interprétation : on utilise ici la non-commutativité des flots
de commande non linéaire.

Linaire: & = Ax+ Bu, A=0 (ici)
= z(tf) = zo+ Bf(;‘f uy(T)dT
r(2t;) = 1o + Bf(:f uq (7)dT + ijff Uo(T)dT
— g Si Ui = — U9, |

) . x t S o S t . t
ce qui revient a (I)B-ulo (PB'UQ — @BUQ o (I)B-u.l— (I)B(u.ﬁu-_))

N t S S t T w10 + sin(fo ¢
MGIS en NL, (I)gIO (I)gz#(:[) 5 O (:Dgl @31 : ( Fap > — ( ®an + cos(fg )t ),

QD Iif;‘IIII
g1 = (sin(8),cos(8), 007 g0 = (0,0, =

T10 &1n
@;2 : Tag — T2 .
B Bg + ¢
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5 Commandabilité (a partir du linéarisé, contre-exemple, suite)

oe) = mtemleo) + 6 (F0] gl + o),
1 a 393 1
s(%) = sfe)tenlE) 436 (2] gl + o)
g 2 (:E?'x)m:mi‘jg

g 1 g
= g +e(glze) + galm)) +6° (ﬁ) g1lzg) + EEE (%) g1ln)

+%E’E (%) s galza) + ofs®)
slte) = 20 - enlpCa)+ 3" (F) a0 +ole)

— mrebtnl) +e () b () a)

e @,iL galoe) — 6 (m[ﬂu} te (?)z (s1(0) +5‘2|:$u:':') +ols?)

= @y +egalze) +8° (é (%)ﬂmga(%) + (%)ﬂmnm[ﬂn} - (%)ﬂmgziﬂn)) + ofs?)

= @ +egalze) +e° (é (Zxﬂ) B QEEED:I‘HQI.QEH%:') +o(e®)

) = 200 - o)+ 36" (F)  aae(se) +ole)

= m tegaize) +&° ((ﬁ) ) Qz(mu}+[g1,gglimuj) s (Qz(mnj+s (i%) ) 92(%:‘) T ol
= (Td+ &g, g2l) (za) + ()

on const ate que tout se passe conmne &1 pendant ce petit intervalle de termpe le
EvEtRIne avait &48 soumie 4 une équation diffsrentielle du type £ = [g1, g2](=).

G kalE
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(5) Commandabilité en Non-Linéaire : définitions

Définition : I'ensemble Ag(xo) des états atteignables
depuis x, enun temps 1’ dans ) un voisinage de x, est

A;I;(xo) = { Ty € R" : du € Ugm -
x(t;0,To, o) €V Vt € [o,T]

et z(1}0,Zo, Ul q) = Z7. }

123
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5 Commandabilité en NL (définitions, suite)

Algebre de Lie : somme f 4 g, produit|[f g]. g =(9g1; -y Gm)
A(f, Ui .,,gm)'sous-algébre engendrée par les { f, g1, ..., g }-

 Deéfinition : distribution d’accessibilité
L'algébre d'accessibilité notée A( f, g, ...g,,) est laplus petite

sous-algébre de champs de vecteurs analytiques définis sur R qui
contienne les champs de vecteurs engendrés par { f, g1, ..., Gy, }

A(fv g, ---gm):{ [hks [hlf—la [ [h".?a hl]]]] s
hi € 4 Fi@isess Gk 37 = 1; wikty b= D0 }
La distribution d'accessibilité est la distr. engendrée par A(f, g1, ..., 9,,)

A(x) = vect {h(x),h € A(f,91,---9m)} (xz € R").

%

Théoreme : dim A(x) = n = accessibilité locale depuis x

Théoréme 12 5 dim(A(z,)) = n, alors pour fout V (voisinage de zy) ef tout T > 0 l'ensemble des &tats atteignables
depuis zg en un femps T < T dans V confient un ouvert non vide de R® : dans ce oas le systéme {{.1) est dif localem ent
accessible depuis 2q. 51 cette dernidre proprigté est vrate pour fout 29 € R™ alors le systéme est dif localement accessible.
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5 Commandabilité en NL (définitions, suite)

« (Cas mono-entrée

Alf, 0] = {h «h= 1 oun (Adf)kg 7

pour un k> o (fini ou non)}.

avec (Adf)g-_— o4l
(Adpg = [g,[f, 9l],
(Adffg = [g,[g, [..- [, g)l]], F fois.

.. et on retrouvera le linéaire en testant la dimension (rang)

dim (vect {g, (Adf) g, (Adf)*g,..}) |]
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(5) Commandabilité en Non-Linéaire : théoremes

Théortme 12 5 dim(A(zy)) = w, alors powr foud V (voisinage de wg) ef fout T = 0 Uensemble des Stats atteignables
depute mp en wn fempst < T dans V confient un ovvert non vide de R® . dans o ons e systéme ({.1) est dit {ocalem ent
accessible depints kg, 5t celle dermigre proprélé est vrate pour foud g € B™ alors le sysiéme esé dif localement accessible.

Définition 13 Le systéme [4.1) est fortement accessible depuis @y & pour fouf V (voistnage de wg) Uensemble des
points atfesgnables en un femps donng I depuisacontient un ensemble ouvert non wide de R™ pouwr T suffisament pefsf.

Lo
Définition 14 L algéhre d'accessibilitd forte nofde AF(g1,. .. Gwm)) est la plus pefife sons-algdbre de algbre de Lie
des charaps de vectewrs analyfiques difinis sur BR® qui confienne les champs de vecleurs {g1,. .. | Gw | & Qi S04 {nvaricnfe

par | ooclest-d-dive Wh € AF (g1, .. gw)  [FR] € AF(g1,... | Gee)). Da distribufion d'accessibilit forte est la distribufion
engendrée par AF(g1,...  Gwm) .

AFjz) =vect{hiz) h € AF(g1,... | gwm)}, = €RY, (4 25)

Théortme 15 S dimiAF(z,)) = n, alove le systéme st dif fortem ent aecesaible depuis oy, 5 cette derniére propridté
est vraie pour fowd 2o ER™ alors le sysiéme esf dif foriement acoessible.

Théoréme 1T 5 §f = 0 {systéme sans ferme de dérve) ou s f(z) € vect{giz), ... gwlz)} ¥ € R ef dim{Afz)) =
w W EIR® = le sysféme est commandable.

© J1.P. RICHARD 2017
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5 Commandabilité en NL (suite)

Exemple 1: retour sur le monocycle...

dxq .
- = sin(f)uq, — cos(#)
i S cos(f)uq, o 22l = | +sin(®)
dt 0
df

— = us.
dt 2

cos(#)  sin(#) O
U k)
0 0 1

(lg1, 92], 91, 92) = ( —sin(f) cos(f)

(monocycle)

= dim (vect {[g., -] , 91, 9-}) = 3.
f=0 = commandable
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5 Commandabilité en NL (suite)

Exemple 2 : satellite

/‘ ik fen(t) = wawa(o — Ja) + > (bi)1us,

. =1
A, 2 A/ s
A ; LT o

- ) r1 .. _ L N
; Jaws(t) wowi1(g1 — J2) + Z(bz)f_’)uz-

¥l Pt

Jowol(t) = wiws(js —71)+ Z(bé)gué:
i—1

m propulseurs par jets w, = accessibilité ?
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5 Commandabilité en NL (exemple 2, suite)

2 paires de jets: b1 = (1,0,0)7,b2 = (0,1,0)*

LL.L) wlng.Ll wgwlm)

[ = (wsws

g1 = (%,O,O)T g5 = (O’%’O)l‘

D) - y (Js — jl) (31 — J2)
g Jlw) = 0w i 7 s )
oo flw) = (w3 U2 —d3) » (41— 72) \7
e fije 7233
92, lg1, fll(w) = g1, g2, fI[(w)
: B (71— 72) 7
02, o1, /1) = (0,0,

—> Fortement accessible
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5 Commandabilité en NL (suite)

« Decomposition canonique

Théorédme 20 Sidim(Alxg)) =k < n, alovs i exsie V {volsinage de xq) ef un systéme de coordonndes locales permet-
fend de dffing vne sous-variBEE de dimension & felle que la resiriciion du sysiéme & cefie sous-van@ié soif localern end
aceessible depuis 2. Dans des coordonfes locales le sysilrne peud se mefire sous la forme

2= fl2+ Gilzh
3= i),

2t = (2y,. .. Zp),
2t = (Zpp1i- - 1 Zal,

clest-g-dire gqu 't existe une diffformorphisme local [z = dix)) pour lequel les frajeciotres vErifient le systéme précddent.
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